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Introduccion

En este libro se recogen una serie de ejercicios enmarcados en los contenidos de
un curso de transferencia de masa y energia. El objetivo principal del libro es que
sirva de ayuda a la hora de aplicar los conocimientos adquiridos del estudio de los
conceptos tedricos de los temas aqui desarrollados.

Para que el libro sea de utilidad, se recomienda que el lector intente resolver los
ejercicios por si solo, utilizando para ello sus apuntes, los libros de la bibliogra-
fia y/o cualquier material que considere oportuno. Una vez efectuado este paso
el libro debe servir para verificar si los razonamientos han sido correctos o no.
Probablemente si el lector sigue el desarrollo de cualquiera de los problemas aqui
resueltos no tendra ningin problema en entenderlos ya que estos estan explicados
paso a paso y con riguroso detalle, sin embargo, no habra adquirido una de las
destrezas mas importante que debe poseer un Ingeniero, que es la capacidad de
resolver (o al menos intentar) un problema nuevo, como los que probablemente se
le presenten en su vida profesional.

El libro esta dividido en cinco capitulos, los dos primeros abordan temas bésicos
de transferencia de masa y energia en diferentes tipos de aplicaciones, con ellos se
pretende que el lector se familiarice con los conceptos y con la aplicacion de los
nimeros adimensionales y como estos sirven para comprender y/o cuantificar un
problema.

El tercer capitulo esta dedicado a ejercicios de transferencia de calor por conduc-
cion y conveccion de forma individual y combinada. Con estos ejercicios se pretende
que se pueda asimilar los conceptos fundamentales de los fenémenos involucrados
en la transferencia de calor.

El cuarto capitulo aborda una aplicacion muy comun en transferencia de calor
como son las superficies extendidas (aletas). El objetivo de estos ejercicios es que
el lector sea capaz de plantear y resolver problemas donde se ha incrementado la
transferencia de calor por medio de estos elementos.

Para finalizar el ultimo capitulo, y el méas extenso, estd destinado a ejercicios
de transferencia de calor durante transitorios térmicos. Se abordan problemas de
medida de temperatura, tratamientos térmicos y otra serie de cuestiones generales,
que sirven para que el lector comprenda que los conceptos que ha aprendido tienen
un gran campo de aplicaciéon en la vida cotidiana. Los ejercicios planteados en este
capitulo también son en su mayoria problemas combinados, donde el lector ademas

VII



Introduccion

VIII

de saber plantear la ecuacion de la energia deberé ser capaz de aplicar los conceptos
de las tres formas de transmision de calor.

La bibliografia que se encuentra al final del libro debe servir al lector para revisar
y/o estudiar los conceptos tedricos necesarios para la resolucion de los ejercicios
planteados en este libro. Se ha dividido en bibliografia bésica y de consulta de
forma tal de que aquella persona que quiera profundizar algin tema en particular
pueda recurrir a esta tltima.

Para concluir, es nuestro deseo que el libro sea de utilidad para el lector y siendo
este una herramienta mas para el aprendizaje de los fenémenos de transferencia
de masa y energia.



Capitulo 1

Conceptos generales de
transferencia de masa y energia






1.1 Conwveccion - difusion de una especie

1.1 Conveccioén - difusién de una especie

Si se considera una especie A, con una velocidad caracteristica u, en un sistema
multicomponente.

Se pide:
1. Encontrar un namero adimensional que relacione el transporte de masa de la

especie A por convecciéon y por difusion. Para ello tomar L. como longitud
caracteristica.

2. Cuantificar en 6rdenes de magnitud la relacion entre los niimeros de Re y Sc
para el caso que la especie A sea Hs difundiéndose en aire a 300 K y 1 bar.

3. Cuantificar en 6rdenes de magnitud la relacion entre los niimeros de Re y Sc
para el caso que la especie A sea etanol difundiéndose en agua a 300 K.

Apartado 1

El problema se puede plantear empleando magnitudes fisicas o de forma adimen-
sional.

Para el primer caso se analiza con qué parametros se escala el transporte de masa
convectivo y el difusivo.

= Convectivo: ~ p-u-Yy
= Difusivo: ~ p-Da-Ya/L,
Calculando la relacién entre ambos se puede obtener:

pru-Ya u- L,

p-Da-Ya/L.  Da

La relaciéon adimensional obtenida se conoce como numero de Peclet (Pe).

En un problema dado, si el nimero de Peclet es grande, indica que el proceso
convectivo es el dominante y si es pequeno el proceso dominante es el difusivo.

De forma adimensional se puede llegar al mismo numero adimensional, para ello
se aplica el teorema II.
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Las variables del problema son:

u [L/T]
Dy [L2/T]
p [M/L%
Lc [L]

Dado que hay 4 variables y 3 magnitudes independientes, el problema se resuelve
con un ndmero adimensional.

L M\® /12\°
mo=u-p* D" LS = Wl:(T)(D*) (T) L

M] = a=0
[T] = —-1-b=0 = b=-1
L] = 1-3a+2b4+¢c=0 = 1-24¢=0 = ¢c=1

u- L,

m=u-p° D, 'L = D

Que es el mismo nimero adimensional obtenido del primer anélisis del problema.

El ntimero de Peclet también se puede expresar de la siguiente forma:

L, L,
4 4 .24 _Re-Sc
A va Dy

Peclet = Pe =

Donde v4 es la viscosidad cinematica del fluido, Sc el nimero de Schmidt y Re el
ntmero de Reynolds.

Apartado 2

El coeficiente de difusion del Hy en aire es D, _qire = 7,9 - 107° m?/s y las
propiedades del hidrégeno sacadas de tablas y son:

pi, =8,9-107° Pa-s
PHy = 0,09 kg/m3
Vi, = pir,/pr, = 9,9 -107° m? /s



1.1 Conwveccion - difusion de una especie

Reemplazando los valores de las propiedades en la ecuacién correspondiente se
puede obtener el ntimero de Schmidt.

va 991077
Se= A D095
‘T D, 79.105

Para este caso en que el fluido que fluye es un gas en otro gas el ntimero de
Schmidt es del orden de 1, por lo tanto los niimeros de Reynolds y Peclet deben
ser magnitudes similares.

Apartado 3

El coeficiente de difusion del etanol en agua es Detanol—agua = 1,2+ 107 m?/s y
las propiedades del etanol sacadas de tablas y son:

Metanol = 1,1- 10_3 Pa-s
Petanol = 790 kg/m3

Vetanol = /’Letanol/petanol = 1749 ' 10_6 m2/s

Remplazando los valores de las propiedades se puede obtener el nimero de Sch-
midt.

va  1,49-107

Se— XA _ 220 Y
‘T Da T 12109

=12-103

Para este caso en que el fluido que fluye es un liquido en otro liquido el ntmero
de Schmidt es del orden de 103, por lo tanto, los ntimeros de Reynolds y Peclet
deben diferir en tres 6rdenes de magnitud.
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1.2 Difusién de helio en plastico

Se emplea una membrana de plastico de espesor e para separar helio de una co-
rriente gaseosa, siendo Dap el coeficiente de difusividad del helio respecto del
plastico y ca; ¥ cae (kmol/m?) la concentracién molar de helio en las superficies
interna y externa de la membrana respectivamente.

Se pide:
1. Determinar cudl es el flujo molar de helio Jap separado de la corriente
gaseosa.

2. Determinar el flujo mésico de helio separado, de la corriente gaseosa, con-
siderando los siguientes datos: e = 1 mm, Dap = 107 m?/s, ca; =
0,01 kmol/m?3, ca. = 0,005 kmol /m3

A+B (He + Plastico)
Corriente | 45 S8
—}— >
Gaseosa
Cai e Cie
— x

Apartado 1

La concentracién molar en la membrana de plastico sera:
c=cyp+cCB
Teniendo en cuenta que cg > c4 se puede asumir que: ¢ = cg = cte y que depende

sblo de la composiciéon de la membrana.

Para determinar el flujo molar de helio a través de la membrana empleamos la ley
de Fick. En realidad la ley de Groot que es el caso general de la ley de Fick sin
suponer el sistema isobéarico e isotermo.

dJL‘A

JAB [kmol/m2 -s] = _C'DAB . E

Donde x4 es la fraccion molar de la especie A, definida como x4 = ca/c.



1.2 Difusion de helio en pldstico

Reemplazando se obtiene:

d
Jap [kmol/m? -s| = —Dap - %

Si el sistema es estacionario y se considera que la membrana es suficientemente
delgada para que el proceso sea unidimensional, J4p debe ser independiente de x,
por lo tanto:

dca CA; — CA
DAB'%:CtCZDAB'¥

De este modo el flujo molar de helio J4p es:

CAi —

Jap =Dag - 4¢ [kmol/m? - 5]

Apartado 2

Reemplazando valores en la ecuacién obtenida en el apartado anterior se obtiene
el flujo molar de helio.

CA; — CAe _ 10_9 ) 0701 — 0,005
0,001

Jap =Dag -
Jap =5-107% kmol/m? - s
El flujo méasico de helio sera:
My = PMy-Jap

Siendo PM 4 el peso molecular del helio, que tiene un valor de 4 kg/kmol.

My=4-5-10"=2-10"% kg/m? - s
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1.3 Funcién disipacién - capa limite
En la capa limite incompresible el perfil de velocidad se puede representar por:

Uy 3 Y

S RO N

Donde uq la velocidad del fluido fuera de la capa limite, § es el espesor de la capa
limite e y la distancia perpendicular a la superficie que limita el flujo.

Se pide:

1. Identificar un parametro que caracterice la funciéon de disipacion adimensio-
nal.

2. Analizar como varia este parametro en funcion de y/4.

Apartado 1

La funcion disipacion, particularizada a este problema unidimensional es:

Derivando el perfil de velocidades, se obtiene:

S 52 ]

Reemplazando en la funcion disipacion.

o[ [2 2= 2 ()]

Operando y agrupando convenientemente se puede encontrar un numero de disi-

pacion adimensional.
oF — d - 52 B § 1_(g>2 2
Copeus? |2 0




1.8 Funcion disipacion - capa limite

El mismo analisis se puede realizar para el esfuerzo cortante 7. Partiendo de la
definicion del esfuerzo cortante, remplazando el valor de la derivada de la velocidad
y ordenando convenientemente se puede obtener:

O, . T-0 3 Y\ 2

Observar que la funcién disipacién adimensional es igual al cuadrado del esfuerzo

cortante adimensional ®* = 7*2.

Apartado 2

Particularizando para los extremos de la capa limite las ecuaciones obtenidas en
el apartado 1 se obtiene:

Paray/6=0 = ®*=9/4 y 71*=3/2
Paray/d=1 = ®*=0 y 7=0

Las ecuaciones obtenidas y el perfil de velocidades se pueden representar en funcion
de y/d como se muestra en la figura 1.3.1.

1.0 <
~
s o*
0.8 N . --
S —ulu,
0.6 X
w0 X
>~ \
- \
0.4 \
A\
\
0.2 Y
\
1
0.0 T T t T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Figura 1.3.1: Perfil de velocidades, ®* y 7* en funcién del parametro y/9.
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1.4 Ley de Stokes

Una esfera de radio r y densidad pg inmersa en un fluido de densidad p4 y visco-
sidad cinemética v4 se deja caer desde el reposo. Se supone que el coeficiente de
resistencia sigue la ley de Stokes (Cp = 24/Re).

S_ i C,, de una esfera
= 100 g —— Experimental
3 = —— Tedrico - Stokes
|7} 7] - = Tedric

% . T'edrico - Oseen
%o 10

E 3 > 24/Re (1+(Re 3/16))

o J

8 -

g 1

5 3

= =

(%) -

ro -1

-

0.1

i

0.1 10 1000 100000
Numero de Reynolds (Re)

Se pide:

1. Encontrar una expresion para la fuerza de resistencia viscosa en funcion de
las propiedades del fluido.

2. Plantear la ecuacion diferencial que permite obtener la velocidad u de la
esfera en funcion del tiempo y hallar la velocidad limite.

3. Comprobar que la solucién a la ecuacién obtenida en el apartado anterior es

de la forma: b/
u/up, =1—e

Donde uj es la velocidad limite en condiciones laminares y 7 un tiempo

caracteristico que cumple la ecuacion 7 = m/k, siendo m la masa de la

esferay k=6-m-r-pa-va

4. Determinar el valor del cociente t/7 para el que la velocidad de la esfera al-
canza el 95 % de la velocidad terminal. ; Como se puede reducir este tiempo?

5. Teniendo en cuenta que el régimen laminar o régimen de Stokes se extiende
hasta Re = 1, determinar una expresiéon que relacione la viscosidad cineméa-
tica minima del fluido con el radio de la esfera para garantizar condiciones
laminares y confirmar que v4 ~ 73/2.



1.4 Ley de Stokes

6. Determinar el valor de la velocidad limite, el tiempo para alcanzarla y el
nimero de Reynolds maximo para los datos siguientes, correspondientes a
una bola de aluminio (pg = 2700 kg/m?® y 7 = 2- 1072 m) inmersa en aceite
(pe = 2700 kg/m3, pa =880 kg/m® y v4 = 4,5-10~% m?/s).

7. Calcular el nimero de Stokes (St) y el de Froude (Fr) y analizar la influencia
de las fuerzas de inercia, las viscosas y las debidas la gravedad.

Apartado 1

El flujo alrededor de una esfera en la corriente de Stokes tiene solucién analitica y
la fuerza de resistencia en el movimiento relativo esfera-fluido esté controlada por
el gradiente de velocidad y la viscosidad del fluido. Es decir, la fuerza de resistencia
es proporcional a un gradiente de velocidad que puede representarse como u/r, la
viscosidad p y a un area que prescindiendo de las constantes sera proporcional a

r2.

u
Froepa- =12
.

Otra forma de hallar la fuerza de resistencia para la esfera es a partir de la defini-
cion del coeficiente de resistencia Cp.

Fr pa - u?
ATy

Donde A es el area proyectada y el término que multiplica a Cp es la energia
cinética por unidad de volumen o presion de parada (o de remanso).
2
U
. 7T . T‘2

1171,%:(1D.pf‘T

Combinando la ecuacion anterior con el coeficiente de resistencia dado en el enun-
ciado se obtiene:
24-vy pa- u? 9
Fr = . ST
u-2-r 2

Fr=6-m-1r-pa-va-u=6-71-7-ps-u

Ecuaciéon conocida como la formula de Stokes para la resistencia de una esfera.
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A los efectos del problema se define como k a los términos que multiplican a la
velocidad, es decir:

k=6-m-7-pa-va = Fr=k-u

Apartado 2

La ecuacién de conservacion de la cantidad de movimiento para la esfera se puede
plantear como:

du

Siendo Fr la fuerza de resistencia obtenida en el apartado anterior y F; la fuerza
gravitacional que se puede calcular como:

4
Fg:(PE_PA)'g'g'W'TS

La velocidad limite se alcanza cuando la velocidad alcanza un valor constante en
el tiempo, es decir cuando du/dt = 0, para este caso Fr = Fj.

Fr:Fg:k-uL = uL:Fg/k
Reemplazando F,; y k por sus valores correspondientes se obtiene:

r2-g-(pEg — pa)
PA VA

2
uinzg.

Apartado 3

La ecuacion diferencial planteada en el apartado anterior es de variables separadas
y se puede escribir como:

du _ du




1.4 Ley de Stokes

Integrando:

k F,
otln<gu)+ct6
m k

Aplicando la condicién inicial, para t =0 — u = 0.

F
te = —In| =2
cte n(k)

Remplazando el valor de la constante y operando se obtiene:

k _ Fy, F,
—m~t—ln<k —u) ln<k)

Finalmente, teniendo en cuenta que uy, = Fg/k y definiendo el tiempo caracteris-
tico como T = m/k se llega a:

Apartado 4

Para obtener el tiempo para el que se alcanza el 95 % de la velocidad limite se
remplaza los valores en la ecuacién obtenida en el apartado anterior.

et =09 = e F=005
ur,

t
—— =1 (0,05) = 2,996

13
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Es decir, el tiempo fisico para alcanzar el 95 % de la velocidad limite es tres veces
el tiempo caracteristico del sistema.

En la figura 1.4.1 se ha representado la solucién al problema, indicando el tiempo
caracteristico 7y 37.

1.0

0.8

0.6

u/u,
1

0.4

t/t

Figura 1.4.1: Cociente u/ur en funcion de t/7.
Teniendo en cuenta que el tiempo caracteristico es:

m  4/3-7-1r% pg
T==—
k 6-T-1-pa-Va

m 2 pg-r?
T =— = =+ —
k9 pa-va

Para reducir el tiempo caracteristico se puede actuar sobre la esfera o sobre el
fluido:

= En la esfera, disminuyendo su masa, ya sea disminuyendo su densidad y/o
su tamano.

= En el fluido, aumentando la fuerza de resistencia que ofrece, esto se logra
aumentando la densidad y/o la viscosidad.



1.4 Ley de Stokes

Apartado 5
Partiendo de la definicion del nimero de Reynolds se puede escribir que:

u-2-r N u-2-r
vp =
va Re

Re =

Considerando que Re < 1.
va>u-2-r

En el caso extremo u = uy, y de acuerdo con el valor obtenido en el apartado 2
para la velocidad limite:

2 r2.¢g. —
VAZ('T g9-(pE PA)>'2.T
9 PA VA

4 1 -g-(pp —pa)
9 PA

La expresion anterior muestra que la viscosidad cinematica minima para garantizar
Re < 1 se escala efectivamente con r3/2.

Apartado 6

Para los datos del problema se puede obtener la velocidad limite.

w2 79 (pp —pa) _ 2 0.002°-9.8- (2700 — 880)
L™y pA- VA "9 880 - 4,5 - 104
ur, = 0,04 m/s

El ntimero de Reynolds méximo, sera por lo tanto:

w-2-r  0,04-2-0,002
Re = = e 0355 <1
= T 45.10-4 o=

15
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Finalmente, el tiempo para alcanzar el 95 % de la velocidad limite del problema
es:

2 2700 - 0,0022

7__2 PE-T
880-4,5-10—4

9 pa-va

_2
9
7T=606-10"2 = t=3-7=0018s

Apartado 7

El nimero de Reynolds (obtenido en el apartado anterior) indica condiciones la-
minares del movimiento de la particula por lo que el movimiento estd dominado
por las fuerzas viscosas.

En condiciones laminares para este tipo de problemas se puede comprobar que Fr
=~ St y en este caso son ambos muy inferiores a la unidad.

g L pp wr-2.r 1 2700 0,04-2-0,002
18 pa va 18 880 4,5-10~4

St = 0,060

ur? 0,042

Fr = =
g-2-r 98-2-0,002

Fr = 0,041

Esto vuelve a indicar que la particula “flota” y esta inmersa en un fluido “extrema-
damente” viscoso. Ni las fuerzas gravitacionales, ni las de inercia son relevantes.
La particula “sigue” el movimiento del fluido.



1.5 Conduccion - Conveccion - Radiacion

1.5 Conduccion - Conveccion - Radiacion

Una placa infinita con conductividad térmica k se mantiene a una temperatura
constante e igual a T en su cara correspondiente a x = 0, mientras que la ca-
ra correspondiente a x = L intercambia calor con un entorno cuya temperatura
caracteristica es constante e igual a Ty < T.

Ty
k
T
\\\
s DR
x=10 x=1L

Se pide:

1. Identificar un nimero adimensional que relacione la capacidad de transmitir
(o la transmision de) calor desde la placa por conveccion respecto a la capaci-
dad de transmitir calor por conduccion hacia el medio exterior. El coeficiente
de pelicula es h. Despreciar el calor que se pueda transferir por radiaciéon.

2. ;Qué parametros hay que modificar para que (Ty —71), es decir, la diferencia
de temperaturas en la placa, sea pequena?

3. Identificar un nimero adimensional que relacione la capacidad de transmi-
tir (o la transmision de) calor desde la placa por radiacion respecto a la
capacidad de transmitir calor por conduccién hacia el medio exterior. La
emisividad es e.

4. ;Qué pardametros hay que modificar para que (Tp —T7), es decir, la diferencia
de temperaturas en la placa sea pequena?

Apartado 1

El flujo de calor por unidad de superficie transmitido por conduccién a través de
la placa es, de acuerdo con la ley de Fourier:

(To = Ty)

|

g.:
A

17
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El flujo de calor por unidad de superficie transmitido por conveccién entre la pared
y el fluido que la rodea es de acuerdo con la ley de Newton:

q
= =h-(Ty =1
h ( 1 2)

Los dos flujos de calor deben ser iguales debido a que se desprecia la radiacién,
por tanto, igualando las ecuaciones obtenidas.

(To—T))=h-(Ty — Ty)

ks

q _
A
De la ecuacion anterior se puede escribir:

h (To — T1)

k/L - (Th —T3)
Donde el parametro adimensional representa:

h Coef. trans. de calor por conveccién

k/L ~ Coef. trans. de calor por conduccién

L/k  Resistencia de conduccién

1/h  Resistencia de conveccién

El ntmero adimensional asi definido se denomina niimero de Biot.

heL
Bi— L~
TR

Apartado 2

Si el namero de Biot es pequenio (Bi — 0), h es mucho més baja que k/L, por lo
tanto la dificultad para transmitir calor esta en la conveccion, Ty ~ T} y el salto
térmico mas alto aparece entre la pared y el fluido.

Si el namero de Biot es grande (Bi — o0), k/L es mucho méas bajo que h, la
dificultad para transmitir calor estda en la conduccién por lo tanto 77 ~ T5 y el
salto térmico esté en la pared.



1.5 Conduccion - Conveccion - Radiacion

En la figura 1.5.1 se han representado de forma esquemética los saltos de tem-
peratura en la pared y el fluido para tres casos valores diferentes del nimero de
Biot.

T,

0 Bi<<1 T,
i~1 “
A

1!

[\

Bi>>1 I~ L
T,
x=0 x=1L

Figura 1.5.1: Salto térmico en la pared y en el fluido en funcién del nimero de Biot.

Por tanto si lo que se busca es un gradiente de temperatura reducido dentro de la
pared hay que disminuir el nimero de Biot y ésto se puede lograr:

= Reduciendo el espesor de la pared L y el coeficiente de pelicula h.

= Aumentando la conductividad térmica de la pared k.

Apartado 3

Haciendo el mismo razonamiento que en el apartado 1, el flujo de calor por uni-
dad de superficie transmitido por conduccion a través de la placa es el calculado
mediante la ley de Fourier:

(To —Tv)

e~ =

g.:
A

El flujo de calor neto por unidad de superficie transmitido por radiacién es es el
que define la ley de Stefan-Boltzman:

:U'ﬁ'(T14—T24)

N

En este caso los dos flujos de calor no pueden considerarse iguales debido a que
existe un flujo de calor por conveccion hacia el fluido.

19
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Lo que se puede hacer es estimar el efecto de estos términos adicionales. Haciendo
el cociente entre ambos se obtiene:

4 _ K/L-(To-T)

* 0'6'(T147T24)

Q.

Si el cociente es proximo a 1 significa que el resto de mecanismos de transmision
no son relevantes, concretamente la conveccion, sin embargo, si el cociente es # 1
la conveccion entre el medio y la placa es importante.

Multiplicando y dividiendo la ecuacién anterior por T;* y operando conveniente-
mente se obtiene:

En la ecuacion anterior se identifica el nimero de Planck que relaciona el calor
transmitido por conducciéon respecto al que se transmite por radiacion.

Planck — k/L Coef. trans. de calor por conduccién

o-e-T)° Coef. trans. de calor por radiacion

Donde T7 es una temperatura caracteristica del sistema, en concreto, la de la pared
exterior.

Apartado 4

Para que el gradiente de temperatura en la placa sea reducido y asumiendo que el
efecto de la conveccién es despreciable en este problema, es claro que habria que
incrementar el parametro k/L respecto del parametro o - ¢, lo que por lo tanto,
para un valor dado de flujo de calor, se logra incrementado & y disminuyendo L.



1.6 Placa plana inmersa en una corriente de aire

1.6 Placa plana inmersa en una corriente de aire

Una placa plana de longitud L y ancho b esta suspendida e inmersa en un flujo de
aire paralelo a sus dos superficies como se muestra en la figura. La temperatura
y la velocidad del aire son T, v us respectivamente. La temperatura de la placa
T, se mantiene constante. La fuerza total de resistencia fluidodindmica que acttia
sobre la placa es F'.

p=12kg/m®

¥
Cp=1kJ/kg-K

F Pr=0,7
wL v=15-10"%m?/s

Las propiedades del aire son:

Se pide:

1. Suponiendo que el flujo es turbulento, el coeficiente de pérdidas C; y la
resistencia fluidodinamica se pueden relacionar como:

P Uso”
2

F=Cs-A,-

Siendo A =2-L-b

Demostrar que, aceptando la analogia de Reynolds, el coeficiente de pelicula
se puede calcular como:

h—i F-Cp 1
T Pr us A,

2. Siendo L =3 m, b=2m y usx = 5 m/s determinar el ntimero de Reynolds

(ReL).

3. Suponiendo que F' = 0,95 N determinar los valores de h y del nimero de
Nusselt (Nue) experimentales.

4. A partir de una correlacion empirica obtener el nimero de Nusselt (Nu.) y
compararlo con el obtenido en el apartado anterior.
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5. (Existe alguna razon teorica para explicar la diferencia encontrada entre Nu,
y Nu. al margen de las incertidumbres de medida experimentales?

Apartado 1

A partir de la ecuacion dada en el enunciado se puede escribir que:

P Uso? 2-F

As.p.uOOQ

Aceptando como vélida la analogia de Reynolds el coeficiente de pérdidas C'y se
puede expresar como:

R 2-N
Nu:Cf~% = sz Reu
L

Igualando ambas ecuaciones se obtiene:
F
2

Nu=Re —M
E oL As'p'uoo

A partir de las definiciones del ntumero de Nusselt y el de Reynolds, la ecuacion
anterior queda como:

heL sl F
E v A p e Ugo?
b k-F
AS'V'p'uOO

A partir de la definicion del nimero de Prandlt se puede obtener:

Cp-p_Cp-v-p N V:PT.L

P =
g k k Cp-p

Reemplazando en la ecuacién obtenida para h, se obtiene finalmente:

b k-F 1 Cp-p
Ay pous Pr k



1.6 Placa plana inmersa en una corriente de aire

Organizando los términos se puede escribir:

h—i F-Cp 1
T Pr us Ag

Apartado 2

El ntimero de Reynolds, Rer,, se obtiene como:

Apartado 3

Si la fuerza obtenida en el ensayo experimental es F' = 0,95 N, reemplazando
valores se obtiene:

1 F-Cp 1 1 0951000 1
Pr us. A, 07 10 2-(2-3)

h = 22,62 W/m? - K

Para hallar el valor del niimero de Nusselt experimental, Nu., primero debemos
hallar el valor de k.

1 1
k=— v-Cp-p= -1,5-1075-1000- 1,2

Pr 0,7
k=257-10" W/m-K

El nimero de Nusselt experimental es:

h-L 22623
k- 2,57-103

Nu, =

Nu, = 26403,5
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Apartado 4

Teniendo en cuenta que el niimero de Reynolds es mayor que 5 - 10° podemos
asegurar que estamos en condiciones turbulentas, por lo tanto, una correlacién a
utilizar puede ser:

Nu. = 0,037 - Rep,”% - Pr'/3

Nue = 0,037 - (107)%8 . (0,7)1/3 = 13078,8

Sin embargo, para el caso en que no se pueda asegurar que la placa sea lo sufi-
cientemente larga para despreciar la region inicial de flujo laminar, la correlacion
empirica a utilizar puede ser:

Nu, = (0,037 - Rep,%® — 871) - Pr!/?

Nu, = (0,037 - (107)%® — 871) - (0,7)*/% = 12305,4

Como puede observarse ambas correlaciones dan valores del mismo orden de mag-
nitud para el nimero de Nusselt.

Apartado 5

Si se hace el cociente entre ambos numeros de Nusselt, el experimental y el obtenido
a partir de las correlaciones se obtiene:

Nu, 264035
Nu, 123054

Es decir el nimero de Nusselt experimental es el doble que el obtenido por medio de
la correlacion. Esto se debe a que en el experimento realizado para este problema
el flujo de aire circula por ambas caras de la placa y en las correlaciones solo se
supone que el flujo de aire circula por una de las caras de la placa. Asi el factor 2
se debe a que el area en este caso es el doble.
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2.1 Campo de velocidades entre dos placas

2.1 Campo de velocidades entre dos placas

La figura esquematiza dos placas metalicas de profundidad infinitas. La inferior
estd en reposo, mientras que la superior desliza con una velocidad relativa wu,
respecto de la placa inferior sobre un fluido lubricante que tiene una densidad p
y una viscosidad cinemética v contantes. Se supone que no hay ningin gradiente
de presiéon en la direcciéon x y la distancia entre las dos placas es constante e
igual a b, y se estima que el flujo es laminar. Suponemos que el movimiento es
unidimensional, es decir, que u, = u, = 0.

Suponiendo flujo estacionario se pide:

1. Obtener una expresion para el campo de velocidades u (y).
2. Determinar el valor del esfuerzo cortante 7, (y) a partir de la ley de Stokes.

3. Si definimos el nimero de Reynolds caracteristico como:

’U,‘Dh

v

Re =

Donde Dy, es el didametro hidraulico equivalente de la seccion, y el coeficiente
de friccion se define como:

|72
frng 4 .
/ 0,5-p-u?
Demostrar que:
32
/= Re

27
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Apartado 1

Por la condiciéon de no deslizamiento en los contornos superior e inferior del vo-
lumen de control, u,(0) = 0 y u,(b) = up. Teniendo en cuenta que el flujo es
unidimensional u, = u, = 0.

Puesto que estamos en un proceso estacionario, la densidad del fluido es constante
(flujo incompresible) y el espesor entre placas es constante e igual a b, u, = f(y),
es decir no hay gradientes de u,; en sentido x.

Esta situacion de flujo se la conoce como flujo de Couette y viene representada
por:

dPuy

. -0
M 42

La formulacién anterior se obtiene planteando que la ZZF;Z = 0, es decir, que la
suma de fuerzas que actiia sobre el sistema debe ser nula por no existir variaciéon
de la cantidad de movimiento en sentido x. En este problema la tnica fuerza que
actua es la correspondiente a los esfuerzos cortantes debidos a la viscosidad.

Integrando la ecuaciéon anterior dos veces se obtiene:

dug,

— =1 = um:CloerCg
dy

Imponiendo las condiciones de contorno definidas se llega a:

y=0 Uy =0 = (=0
y=>b Uy = Up = Clzup/b

Reemplazando el valor de las constantes de integracién se obtiene:

Ug = Up -

o=



2.1 Campo de velocidades entre dos placas

Apartado 2

El esfuerzo cortante se puede determinar a partir de la ley de Stokes o ley de
viscosidad de Newton.

dug Up
Th — — « — .
x K dy
Por lo tanto para esta situacion de flujo el esfuerzo cortante es constante a lo largo
de una seccién transversal e independiente de y. El signo negativo indica que se
opone al movimiento.

Apartado 3

El didmetro hidraulico se define como: Dy, = 4- A/ P, siendo A el area transversal
y P el perimetro mojado.

Con esta definicion de Dy, se asegura que para una seccion circular el diametro hi-
dréaulico coincide con el geométrico. Para este caso y considerando que la dimension
perpendicular al plano zy tiene un valor z, el didmetro hidraulico es:

4-b-z

Dyp=-—— 2%
h 2-(b+2)

Cuando z > b el didmetro hidraulico es: Dy, = 2-b

Como la distribucién de velocidad es lineal con y, el valor de la velocidad media
entre las placas @, vale u, /2, por lo tanto, el coeficiente de friccion se puede escribir
como:

|Tz| o |Tﬂc|

=4y El
f 0,5-p-u> 0,5-p- (up/2)?

Remplazando el valor del esfuerzo cortante obtenido en el apartado 2.

f-up/b H
s VA W -
0,5-p- (up/2)? p-up-b
P 2 L
f=382.—F .2 _39.
prup-b 2 p-(up/2)-(2-b)
7 32
—3p. M 22
/ p-u-Dn  Re
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2.2 Campo de velocidades entre dos placas con
gradiente de presion

La figura esquematiza dos piezas metalicas. La inferior est4 en reposo mientras
que la superior desliza con una velocidad relativa u, respecto de la placa inferior
sobre un fluido lubricante que tiene una densidad p y una viscosidad cinemaética
v contantes. La distancia entre las dos placas es constante e igual a b, y se estima
que el flujo es laminar. El fluido lubricante est& sometido a régimen de lubricacion
forzada, de tal forma que existe un gradiente de presion constante en la direccion
x (dP/dxz < 0). Suponemos que las placas son infinitas en la direccion z y que
Uy = u, = 0.

y “p
dP
— <)
dx b
X

Suponiendo flujo estacionario se pide:

1. Obtener una expresion para el campo de velocidades wu, (y).

2. Determinar el esfuerzo cortante en la pared (7,) y el coeficiente de friccion
(f) considerando el deslizamiento y el gradiente de presiones de forma inde-
pendiente.

3. Determinar el coeficiente de friccion total definido como:

|TIT|
— 4 .
Jr 0,5 p - (Upo + up/2)?

Siendo wp, la velocidad media del flujo debido al gradiente de presiones.



2.2 Campo de velocidades entre dos placas con gradiente de presion

Apartado 1

A partir de la ecuacion de continuidad, y dado que la densidad es constante y el
flujo es estacionario, u, solo puede depender de y, es decir, u; = uz(y).

Si se plantea la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento en direccion
x para flujo incompresible estacionario se obtiene:

ou o — dpr
p-uz-a—p-V-dlv(graduw)——%

El balance de flujos de cantidad de movimiento, primer término de la ecuacién, en
el volumen de control es nulo debido a que la velocidad es uniforme en z (ya que
u, solo es funcién de y, y que uy, y u, son nulos).

- 8um+%+8uz ~0
Pt ox oy oz )

Teniendo en cuenta que solo hay esfuerzo cortante debido a du,/dy, el segundo
término de la ecuacion se puede escribir como:

. 0%uy 4 0%uy n 0%uy o 0%uy
0x? Oy? 92 ) ° oy?

Por lo tanto la ecuacién resultante queda como:

P ap
a dy? dx

De la ecuacion anterior se desprende que las fuerzas debidas a los esfuerzos viscosos,
término de la izquierda, se cancelan con las fuerzas de friccion debidas al gradiente
de presion.

Integrando dos veces la ecuacién anterior se obtiene:

du, dP dP ?
R C Uy = — - —+ O - C
dy dr y+ C1 = u-u e 2+ 1-y+Co

Aplicando las condiciones de contorno:

y=20 — Uz =0
y=b =  uz=1u,
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Se pueden obtener los valores de las constantes de integracion.

1 dP b?
Cy=0 Ci=-- Uy — —
2 yorTy <” YT 2 )
Reemplazando los valores de las constantes se obtiene una expresion del campo de

velocidades u(y):

ot vy, _dp B
Tdr 2-p b Pode 2-p

Normalizando la ecuacién respecto a la velocidad u,, y operando convenientemente
se obtiene:

u _ 4Pyt
up_d:c 2-p-u, b

w_y W APy v
up, b 2-p-u, dr \b b

La ecuacion anterior tiene dos términos que afectan al campo de velocidad: el
primero (y/b) es el debido al deslizamiento entre placas (flujo de Couette) y el
segundo debido al gradiente de presion (flujo de Poiseuille).

1.0 a
, .7 - = Couette
0.8 - L Poiseuille
e — Resultante
s

0.6 e
__‘"\__ rd
S s
= L7

0.4 4 e

rd
.
0.2 4
4
. rd
’
00 T T | T I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

u/u,

Figura 2.2.1: Campo de de velocidades resultante. (Couette + Poiseuille)

Para este problema en particular, en el que el gradiente de presién es negativo
en la direccién de la velocidad de la placa, el campo de velocidades resultante se



2.2 Campo de velocidades entre dos placas con gradiente de presion

puede obtener sumando ambos términos y se puede representar graficamente como
se ve en la figura 2.2.1.

Los valores méximos y medios de la velocidad son:
= Para el flujo de Couette:

Umaz C =Up paray = b

Uc =up/2 paray=>b/2

= Para el flujo de Poiseuille:

dP

u _1 g — ara y = b/2
max_ Po — ] 1 dr p Y=

Wl Do

Upo = = * Umaz  S€ Obtiene integrando

De las expresiones obtenidas se puede expresar el gradiente de presiones como:

dP 1 B
EZS'uTﬂaI—PO.’U/.b?:12'uP0.l’[/.b72

Por tanto el gradiente de presion que hay que asegurar para mantener el flujo de
aceite es lineal con la velocidad caracteristica de Poiseuille y con la viscosidad, y
es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre las placas.

Reemplazando en la expresioén del campo de velocidades se obtiene:

um_y+6~upo.(y y2)

u, b Up

b b2

Cuando Up,/u, > 1 el flujo estd dominado por el gradiente de presion dP/dx y
cuando Up,/u, < 1 el flujo estd dominado por el flujo de Couette.

Apartado 2

Para el flujo de Couette, el esfuerzo cortante es constante e independiente de y.

duy u
— M . 71)
dy b

Tz ¢ = M-
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El signo sera positivo para la placa inferior y negativo para la placa superior puesto
que el cortante se opone al movimiento relativo entre placa y fluido.

El coeficiente de friccion tiene el valor de:

Tx
fc:4 —

T o Hrup/b
0,5-p-uc? p - (up/2)?
1% W
=32 —— =32. ——
f p.up.b p.uC.Dh
32
fc*ﬁ

Siendo Re = u¢ - Dy, /v
Para el flujo de Poiseuille, el esfuerzo cortante es

du, b dP (1 2.y
dy Pon d \v T e

El esfuerzo cortante para y = 0 se puede escribir como:

Tz Po = [~

b dP

To Polyco = = - S — 4. Ymaz_Po' ko UPo [t
v Poly=0""9 " iy b

Para y = b/2 el esfuerzo cortante es igual a cero y para y = b tiene el mismo valor
y sentido que para y = 0, tal como se muestra en la figura 2.2.2.

Figura 2.2.2: Representacion del esfuerzo cortante entre las placas



2.2 Campo de velocidades entre dos placas con gradiente de presion

El coeficiente de friccion para el flujo de Poiseuille se puede escribir como:

AP Dy dP/dx
fpozifg'izifg'ljh
0a5'p'UPO L 0a5'p'uPo
o 2b AP b 12:Tp,
Po = 0,5 Y 'ﬂpoz dx o P -ﬂpoz b2

L 48 96
0148',7::12
fP p'uPo'b Re Re

Siendo Re = up, - b/v y Re’ =TUp, - Dy /v

Apartado 3

El coeficiente de friccién total para la placa inferior se define como:

TaT
0,5-p- (Upo+ up/2)?

fr=4

Reemplazando el valor del esfuerzo cortante por la suma de los esfuerzos cortantes
calculados en el apartado anterior.

(k- up/b) + (6 -Upo - 11/b)

=4.
Jr 0,5 p- (Upo + up/2)?
Operando se obtiene:
I 0,5 Upo
=32 — +
Jr b-p |Tpotup/2  (Tpo+ up/2)?

Expresion que se reduce a las obtenidas en el apartado anterior cuando solo hay
flujo de Couette (up, = 0) o de Poiseuille (u, = 0).

Para la placa superior el esfuerzo cortante es:

EPO./’[/
b

u
Ta:T:_M'?p+6'

Como se desprende de la ecuacion anterior el esfuerzo cortante se anula cuando
Upo = up/ﬁ
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2.3 Campo de velocidades y temperatura entre
dos placas

La figura esquematiza dos piezas metalicas. La inferior estda en reposo, mientras
que la superior desliza con una velocidad relativa u, respecto de la placa inferior
sobre un fluido lubricante que tiene una densidad p y una viscosidad cinemaética
v contantes. La distancia entre las dos placas es constante e igual a b y se estima
que el flujo es laminar. La placa inferior estd una temperatura Ty y la superior a
una 1), mayor que Tp. Suponemos que las placas son infinitas en la direccién z y
que uy = u; = 0.

y I “p

RS

Iy

x
Suponiendo flujo estacionario, se pide:

1. Determinar el campo de temperaturas en el fluido entre las placas.

2. Identificar un parametro adimensional que relacione el calor generado por
disipacion viscosa con el calor debido a la diferencia de temperaturas.

3. Realizar un estudio paramétrico de la influencia de este pardmetro adimen-
sional. Identificar el lugar donde el fluido alcanza la temperatura méxima.

4. Plantear la ecuacion que permita calcular los flujos de calor hacia cada placa.

5. Cuantificar el problema si se supone que el lubricante tiene una viscosidad
uw = 0,9 Pa-s y una conductividad térmica k = 0,15 W/m - K. Siendo el
rango de velocidades entre 1 y 10 m/s y la diferencia de temperaturas entre
placas 10 a 60°C.

Nota: Considerar que el campo de velocidades es el correspondiente a un flujo de
Couette (uy = up - y/b) y que la funcion disipacion de la ecuaciéon de la energia
queda como:



2.8 Campo de velocidades y temperatura entre dos placas

Apartado 1

Se parte de la ecuacion de la energia de forma general:

T
,0~E—i—p-C]rdiv(?-T)—p-C’p-a-div(@T):T.F.

En condiciones estacionarias, flujo incompresible y particularizando para este pro-
blema, la ecuacién anterior se reduce a:

T T 2
_or (. 9T :@:u.(%)
dy y b
Integrando dos veces la ecuacion anterior se obtiene:

()

() Grvee

Aplicando las condiciones de contorno se puede hallar el valor de las constantes
de integracion.

y=20 — T(O):To = CQZTO

Ty, —To  p-up?
b +2-k-b

y=b — T =T, = C@=

Reemplazando el valor de las constantes en la ecuacién se puede obtener el campo
de temperaturas.

2 T, — Tt T
(L) _y2+< b o+5.:gb>.y+%

Operando convenientemente se obtiene:

2

2
y y H-U
T(y)TO(bb2>' 2_]5 + (T, — To) -

=

La ecuacion obtenida para el campo de temperatura esta formada por dos tér-
minos: el primero es una funcién parabolica debida a un término fuente interno
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(causado por la disipacién viscosa) y el segundo la solucion lineal a un problema
de conduccion (ley de Fourier).

La ecuacion del campo de temperatura se puede expresar en forma adimensional
como:

o) = LW —To L (v v\ _pwmt v
V=1 "1 “2\b ) k@ -T0) b

P
Gréaficamente, la ecuacion del campo de temperatura, denominando A al término
cuadratico y B al término lineal, se puede representar como se muestra en la figura
2.3.1

I-U Y -
0.8 s ~
h A"
A
0.6 \
- \
~~ i
= /
0.4 ’
£
0.2 - L
0.0 T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
O(v)
Figura 2.3.1: Campo de temperatura 0(y).
Apartado 2

En la ecuacion anterior aparece el siguiente parametro adimensional:

2
- Up

k- (T, = To)
El cual también se puede expresar como:

- (up/b) - up T Up

(k/b) - (T, — To)  (k/b) - (T, — Tp)




2.8 Campo de velocidades y temperatura entre dos placas

Dicho pardmetro representa la relacion que existe entre el calor generado por la
disipacién viscosa producida por el rozamiento entre fluido que se mueve a dife-
rentes velocidades y el calor debido a la conduccién térmica entre las dos paredes
a diferente temperaturas. Dicha relaciéon adimensional se conoce como nimero de
Brinkman.

Apartado 3

Teniendo en cuenta la definicién del nimero de Brinkman, la ecuaciéon adimensional
del campo de temperatura se puede escribir como:

Ty -Ty 1 [y y
W=7 -1 ~2 (b ) Bty

En la figura siguiente se ha representado como varia el perfil de temperatura para
diferentes valores del nimero de Brinkman, partiendo de Br = 0 que es el caso
donde la distribucién de temperatura corresponde a la distribucién que se obtiene
para un problema de conduccién unidimensional entre dos placas a distinta tempe-
ratura (solucion lineal). A media que el nimero de Brinkman aumenta, el término
cuadratico de la distribucién de temperatura comienza a cobrar més importancia
haciendo que la temperatura maxima que alcanza el fluido supere a la de la pared y
haciendo que el lugar donde esta temperatura méaxima se alcance sea mas proxima
a una distancia b/2 (ver figura 2.3.2).

Para encontrar formalmente el punto donde la temperatura alcanza su méaximo se
debe derivar la ecuaciéon del campo de temperatura e igualarla a cero.

2

2
y vy Heu )
T(y):<b_bg>‘ 2.;: "‘(Tp_To)'g‘f‘To

dT(y):O:(l_Q'y).“'“P2+(Tp_TO).

1
booob2 2.k b

Resolviendo la ecuacién para hallar el valor de y que hace méaxima la temperatura
se obtiene:

k- (T, — 1T 1
Ymaz = 0 - <(p20)+>
e Uy 2
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1.0
! - - Br=0
0.8 1 ," Br=1
’ Br=2
’

0.6 ! Br=3
= 7 —— Br=35
Bt ’ Br=7

0.4 ’

/
s
s
s
0.2 s
4
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s
8
0.0 T T T T T T T

00 02 04 06 08 1.0 12 14 1.6
07y)

Figura 2.3.2: Perfiles de temperatura 6(y) considerando distintos valores del ntimero de
Brinkman.

(i
ymam* BI‘ 2

De la ecuacion anterior se puede concluir que para Br > 2 la temperatura maxima
se alcanza entre las placas y cada vez mas proximo a b/2 a medida que el nimero
de Brinkman aumenta (tal como se observa en la figura anterior). Para Br < 2
la temperatura maxima se alcanza en y = b, es decir, en la superficie de la placa
superior.

Apartado 4

Conocido el campo de temperaturas se pueden determinar los flujos de calor por
unidad de area intercambiados por el fluido con cada placa aplicando la ley de
Fourier de la conduccion.

Para la placa inferior (1):

. dr peup?
Gp1 = —k - — = — —— (T, =T,
pl dy =0 2.h b (P 0)




2.8 Campo de velocidades y temperatura entre dos placas

Para la placa superior (2):

. dT wou?  k
=k - — = P _ 2 (T, —T
QPQ dy b 2b b (P 0)

Apartado 5

Particularizando ahora el problema para un fluido lubricante con las siguientes
propiedades: p = 0,9 Pa-s y k = 0,15 W/m- K y reemplazando valores en la
definicion del nimero de Brinkman se obtiene:

Br — poup® 09 up? 6 LP2
Ck-(T,-Ty) 015 (T,-T,) AT

Si ahora suponemos los rangos de velocidades y temperaturas propuestos en el
enunciado y se analizan los casos extremos se obtiene:

» Para u, =1 m/s y AT = 60°C, el namero de Brinkman es Br = 0,1

s Para u, = 10 m/s y AT = 10°C, el namero de Brinkman es Br = 60

Esto indica que para numeros de Brinkman bajos el flujo de calor estda dominado
por AT y para nameros de Brinkman altos el flujo de calor estd dominado por el
calor generado por disipaciéon viscosa.
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2.4 Campo de velocidades y de temperaturas
entre dos placas con gradiente de presiéon

La figura esquematiza dos piezas metéalicas. La inferior esta en reposo mientras que
la superior desliza con una velocidad relativa u, respecto de la placa inferior sobre
un fluido lubricante que tiene una densidad p, una viscosidad cinematica v, una
conductividad térmica k y un calor especifico C'p contantes. La placa superior esta
a una temperatura 7}, y la inferior a una temperatura 7y de tal forma que T}, > Tp.
La distancia entre las dos placas es constante e igual a b y se estima que el flujo es
laminar. El fluido lubricante esta sometido a régimen de lubricacion forzada de tal
forma que existe un gradiente de presion constante en la direccion = (dP/dx < 0).
Se supone que las placas son infinitas en la direccién z y que u, = u, = 0.

y 1, , u,

dpP
<

Suponiendo flujo estacionario se pide:
1. Obtener la funcién disipacion ®, sabiendo que el campo de velocidades es el
calculado en el problema 1.7.

2. Obtener el campo de temperatura T'(y) en la pelicula de aceite. Se puede
suponer que dT'/dx = dT/dz = 0.

a) Suponiendo Tp, = 0 (flujo dominado por Couette)
b) Suponiendo que 6 - Up,/u, > 1 (lujo dominado por Poiseuille)
3. Identificar el ntimero de Brinkman para los dos casos anteriores.

4. Determinar una expresion del flujo de calor intercambiado entre ambas placas
y el aceite.

5. Determinar la condicién para que no exista intercambio de calor entre la
placa superior y el aceite.

6. Determinar el valor de la temperatura media T;, del lubricante cuando do-
mina el flujo de Poiseuille.



2.4 Campo de velocidades y de temperaturas entre dos placas con gradiente de presion

7. Para el mismo caso anterior determinar el coeficiente de pelicula y el namero
de Nusselt entre el aceite y la placa superior, definido como: ¢, = h- (T, —T})

Apartado 1

La funcién disipacién calcula la cantidad de calor por unidad de tiempo y de
volumen que se genera por friccién viscosa.

Ouy 2 Ouy 2 Ou, 2
LZ'“K%) (5) (%)
8u$+% 2+ %4_8% 2+ 6uz+(’9uw 2
oy oz 0z oy ox 0z

Particularizando a nuestro problema, u, = u, = 0 y la velocidad u, = u,(y), por
lo tanto, la funcién disipacién se reduce a:

+

+p-

El campo de velocidades es el que se obtuvo en el problema 1.7.
Us _ Yy 6-Tpo (y _ ?Jj)
up, b Up b b
Derivando la expresion anterior se obtiene:
dty 1 n 6-Up, 1 2.y
= U, *+ | — [
dy ) Up b b

Por lo tanto la funcién disipacion es:

2 — 2

- Up 6-uUpo 2.y

P = 1 1222
b? |:+ Up < b >}

Como caso particular de la funcion disipaciéon se puede decir que:
= Cuando @p, ~ 0, es decir, flujo dominado por un flujo de Couette:

2
Beup

® = 72
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» Cuando 6 - p,/u, > 1, es decir, flujo dominado por un flujo de Poiseuille:

iy 5
@:36.M.u§2 (1—by)

Apartado 2

Para determinar el campo de temperaturas en la pelicula de aceite, planteamos la
ecuacion de la energia en forma diferencial. La ecuacién se puede plantear de forma
simplificada puesto que no hay término no estacionario, no hay ningin término
convectivo, solo hay difusién térmica en la direcciéon y, no hay calor generado
internamente por reacciones quimicas. Por lo tanto:

—p-Cp-div(a-grad T) =P = —k-

Integrando dos veces la ecuacion anterior.

T (y)

AL i N YN,
ay / y+C1

k-T(y):_/</q>-dy)-dy+01-y+02

Imponiendo las condiciones de contorno se puede obtener el valor de las constantes
de integracion:

y:[) — T(O):To = CQZk'TO

k- T Ty)
y=b — TOB) =T, = C5= k(T = To) //<b|yb

Reemplazando valores se obtiene:

k-T(y) = — //q>+ k(f TO+— //<I>|yb—|—/<: Ty
T(y):To+y.(pr h Lk //(I)‘yb** //q)



2.4 Campo de velocidades y de temperaturas entre dos placas con gradiente de presion

Adimensionalizando la ecuacion anterior se obtiene el campo de temperatura adi-
mensional para el caso general.

0=t =t b e [

En la ecuacién obtenida se observan dos contribuciones al campo de temperaturas,
la primera y/b, es un término lineal debido a la diferencia de temperaturas entre
las placas y, el segundo, debido al calor generado por la disipacién viscosa.

a) Para el caso en que el fluido estd dominado por Couette, up, = 0 donde la
funcioén disipacion tiene el valor de:

Se puede obtener:

cun2 2
//@:“b2p -%+Ol-y+cz

o=

Reemplazando en la ecuacion del campo de temperatura y operando conve-
nientemente se obtiene:

+C1 b+ Cy

0(y) =

SalES

1 pouy® ey oy p - up® -y
: Joo, -t I
A G ( b Ty 2 2. 2 2

Como puede observarse la constante C ha desaparecido de la ecuacion lo que
significa que cualquier valor de C] satisface la misma, en particular C; = 0.
Aplicando las siguientes condiciones de contorno:

y=0 — 00)=0
y=">

il

T(0) =

1
>
=
1
N
=
I
=

Se obtiene que Cs = 0, quedando finalmente:

L e’ y oy
0 = .= (< _Z
W=t T -1 (b b2

=
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0(y)

El campo de temperaturas esta formado por dos términos, el primero, debido
a la diferencia de temperaturas entre las placas y el segundo debido a la
disipacién viscosa constante en y.

Para el caso en que el fluido esta dominado por Poiseuille, 6 - Up,/u, > 1
donde la funcion disipacion tiene el valor de:

702 9. 2
<I>:36-,u-u§2 .(1—by>

Integrando dos veces la funcién disipacion, en la ecuaciéon del campo de tem-
peraturas y aplicando las mismas condiciones de contorno que en el apartado
2a), se llega a:
— 2
M Upo

_Y . .
0(y) = b+36 5T, — To)

Lifv_w\_2 (v v\ L (v_o
2 \b /) 3 \b b)) 3 \b bt

Que es la ecuacion del campo de temperaturas cuando el flujo est4 dominado
por un flujo de Poiseuille y esta formado por dos términos al igual que en
el caso anterior, el primero, debido a la diferencia de temperaturas entre las
placas y el segundo debido a la disipacion viscosa, sélo que en este caso es
cuadréatica en y.

La ecuacion general del campo de temperaturas cuando se consideran la disipaciéon
viscosa debida al flujo de Couette y de Poiseuille de forma conjunta se puede
escribir como:

2
B Up

_Y .
=5+

k- (T, —To)

[ G-5)-Furn (G-5)+ 5 (-5)]

Siendo: A =6-Up,/uy,

La ecuacion general se puede reducir a las ecuaciones obtenidas en el apartado 2a)
y 2b) cuando:

Flujo de Couette: A — 0.

Flujo de Poiseuille: 42 > A > 1.



2.4 Campo de velocidades y de temperaturas entre dos placas con gradiente de presion

Apartado 3

El nimero de Brinkman aparece en las ecuaciones obtenidas en el apartado 2a) y
2b) definido de forma diferente en funcion de cuél es la velocidad predominante
en el flujo.

Para el flujo dominado por Couette el niimero de Brinkman esté definido como:

2
Heup

Br=———
k'(Tp*TO)

Para el flujo dominado por Poiseuille el nimero de Brinkman esta definido como:

=2
S M- Upo
Br=——"—
k- (Tp —To)
Al niimero de Brinkman definido respecto a la velocidad medida del flujo de Poi-
seuille (Tp,), lo identificaremos con el simbolo Br para diferenciarlo del definido
respecto a la velocidad de la placa (up).

Apartado 4

Para determinar el flujo de calor intercambiado por el fluido lubricante con las
paredes se plantea la ecuacion de Fourier particularizada para y =0 e y = b.

. drT
QO:_k‘#
Yy

. dT(y)
y QP dy

y=0 y=b

Derivando el campo de temperaturas obtenido en el apartado 2.

A+42 (v v\ _2 o (y_\ A (v ¥
{2 p ) 3 At b

dT(y) _T,~Tp  Br-(T,~T)
dy b b

[E452(-5) e (55 (- 9)
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Paray =10
dT(y) T,-Ty Br-(T,-Ty) [(1+A4)?2 2 5, A2
2\ - . —_Z . (A+ A =
By o~ b b 3 3 ATAITS
Paray =5
_ ) _ 2
dT(y) _ TP To + Br (Tp TO) . |: (1 + A) + é . (A+ A2) . A2:|
dy |,— b b 2 3

Reemplazando el valor de las derivadas y operando se obtiene:

'{1+Br' <(1+2A)2—§-(A+A2)+1f~)]

go = —k-

— 2
q'pz—k-T” TO-[l—i—Br- (—(H_QA)Jr;l-(A—FAZ)—AZ)]

De las ecuaciones para el flujo de calor entre las paredes y el fluido se desprende
un caso particular cuando el nimero de Brinkman es igual a cero (u, = 0), en este
caso los flujo de calor son iguales.

o T, — T,
Go = dp = —k - = 0

Apartado 5

Para que no exista intercambio de calor entre la placa superior y el aceite, el flujo
térmico debido a (T}, — Tp) se debe cancelar con el debido a la disipacion viscosa.

_ 2
qufk.Tp TO.[1+Br~<(1+A)+;l~(A+A2)A2>} -0

b 2

Para que esto suceda el niimero de Brinkman debe valer:

1
Br =

((1+A)2 4

— . 2 2
. . (A+A)+A>



2.4 Campo de velocidades y de temperaturas entre dos placas con gradiente de presion

Para el flujo dominado por Couette: A — 0 = Br=2
Para el flujo dominado por Poiseuille: A2 > A>1 =  Br=6/42

Cuando Br > 2 (Br > 1/6) el flujo térmico es hacia la pared y cuando Br < 2
(Br < 1/6) el flujo térmico es hacia el aceite.

En las figura 2.4.1 a) y b) se puede ver, para ambos casos analizados, la distribucién
de temperatura en funciéon del nimero de Brinkman.

1.0 -
/’ Flujo de Couette
0.8 , (A=0)
I ==:Br=0
, Br=2
%07 ’ Br=10
= !
[ ’
0.4 4 ’
/
s
/
0.2 4 ’
’
/
!
0.0 S —
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0fy)
(a)
1.0 -
I’ Flujo de Poiseuille
0.8 5 ) (A=10)
; -=-Br=0
4 Br=1/6
s
067 4 — Br=1
~ i
= .
0.4 ¥
s
/
/
0.2 4 ’
/
/
/.
0.0 —_——
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Ofy)

(b)

Figura 2.4.1: a) Campo de temperatura cuando domina flujo de Couette. b) Campo de
temperatura cuando domina flujo de Poiseuille.
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Apartado 6

La temperatura media de la pelicula de aceite se define como:
1 b
- b [ 100
0

Operando, la ecuacion del campo de temperaturas obtenida en el apartado 2b) se
puede expresar como:
Y
. bJ

Despejando el valor de T'(y) de la temperatura adimensional se obtiene:

v
b

y3

2
2

wl N
W =

+

N

— 2
_ Y g M TR 1y
00 =3 +38 o - [6 b

2 3

—= 2 2
Y M- Upo 1 Yy 1 Yy
T(y)zTOJr(Tp—TO)-b+36-k.La-b_2 &

TS
|
W =
z[s.
—_

Reemplazando esta ecuacién en la definicién de la T;,, e integrando se obtiene:

1
Tm:j-‘()'i_i(Tp_/T())‘F 2

ot w

/*LEPO

Operando convenientemente se puede obtener la expresion en funcién del ntimero
de Brinkman.

1 — 3

También se puede expresar hallar la temperatura media adimensional.

0 _Tm_TO_l
T, —-Ty 2



2.4 Campo de velocidades y de temperaturas entre dos placas con gradiente de presion

Apartado 7

Para determinar el coeficiente de pelicula se debe igualar el flujo de calor en la
pared superior definido en el enunciado:

Gp =h-(Tm —=Tp) = —h-(Tp = Tim)
con el flujo de calor calculado en el apartado 4:

_ 2
Qp=—k~prT°[1+Br~<—(1+2A)+§~(A+A2)—A2>]

Caracterizando el flujo de calor obtenido en el apartado 4 para A > 1, se obtiene:

T, - T, 1
= ). 2P (1-2 . Br- A2
v b ( 6 " )

Reemplazando el valor de A = 6-up, /up v teniendo en cuenta la relacion existente
entre Br y Br, se obtiene:

T, - Tp
b

Qp:_k' '(1—6‘§)

Igualando finalmente los flujos de calor, se obtiene:

=T

Gp=~h- (T, = Tw) = k-

.(1-6-Br)

Despejando de la ecuaciéon anterior el coeficiente de pelicula h.

k (TP_TO) B
g'm'(l—fi'Br)

Reemplazando el valor de T}, obtenido en el apartado 6.

k (Tp — TO)

h=-.
b

-(1-6-Br)

1 — 3
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Operando se puede llegar a la siguiente expresion de h:

Lok 1—-6-Br

b 6

1—--Br

5
El namero de Nusselt es:

Nu:h.b:2~ 1—-6-Br

6
1—--Br

5

De acuerdo al resultado obtenido se puede hacer el siguiente anéalisis:

» Para Br = 0 — Nu = 2, esto indica que todo el calor trasmitido es por
conduccién debido al salto térmico entre las placas.

» Para Br = c0c — Nu = 10, esto indica que todo el calor trasmitido es por
conduccion debido a la disipacion viscosa.

» Para Br =1/6 — Nu = 0, esto indica que no hay flujo de calor.

= Para Br = 5/6, hay una aparente singularidad pero en realidad T}, = Ty,
por tanto no puede haber flujo térmico entre la pared y el aceite.
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3.1 Ventana de una aeronave

3.1 Ventana de una aeronave

Una ventana de una aeronave tiene un espesor de 8 mm y 0,4 m de alto por 0,3 m
de ancho con una conductividad térmica de k, = 0,78 W/m - K. La temperatura
interior del aire de la aeronave se mantiene constante e igual a 7; = 20°C, mien-
tras que la temperatura exterior es To = —10°C. Los coeficientes de pelicula de
transmisién de calor por conveccién entre la cara interior y exterior del vidrio y el
aire son h; = 10 W/m? - K y h, = 40 W/m? - K, respectivamente.

Se pide:
1. Determinar la resistencia térmica total a través de la ventana (R;) entre el
interior del avion y el exterior.
2. Determinar el flujo de calor hacia el exterior (¢1).

3. Determinar la temperatura interior (T371) y exterior (T12) de la ventana.

Consideramos ahora la posibilidad de utilizar una ventana formada por dos capas
de 4 mm cada una separadas por una camara de aire en reposo con un espesor de

L,; = 10 mm. La conductividad del aire es de k,; = 0,026 W/m - K.

4. Determinar la nueva resistencia térmica total entre el interior del avién y el
exterior (Rg).

5. Determinar el flujo de calor hacia el exterior en estas condiciones (¢z). Com-
parar este resultado con el resultado obtenido en el apartado 2.

6. Determinar la temperatura de las dos caras de ambas capas (numerar de
interior a exterior Ts1, Too, Ta3, Ths).

7. Comparar la temperatura de la cara interior de la capa interior (T»;) con la
obtenida en el apartado 3, (T11). /Qué ventajas tiene la doble capa respecto
de la capa simple?

8. Estimar el cociente entre calores intercambiados por radiacién entre un cuer-
po a una temperatura de 37°C y las ventanas a T11 y To;.

Consideramos ahora el caso de ventana de doble capa pero sin la hipétesis restric-
tiva de aire en reposo entre las dos capas de vidrio. La viscosidad cinemética del
aire es de 1 = 1,4-107° m?/s y el ntimero de Prandtl es Pr = 0,713.

9. Determinar el nimero de Nusselt del proceso de conveccion libre entre las
dos capas, si utilizamos la correlaciéon experimental:

Nu = 0,42 - Ra!/* . Pr®012 . (/)03
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Siendo Ra el nimero de Rayleigh, H la dimension caracteristica de la ventana
y L la separacion entre placas.

10. Determinar el flujo de calor (¢3) hacia el exterior si suponemos que se man-
tienen constantes las temperaturas de las caras internas y externas de la
ventana determinadas en el apartado 6. Comparar el resultado con el obte-
nido en el apartado 5 y justificar su relacion.

Apartado 1

El esquema eléctrico equivalente para esta parte del problema se puede representar
como:

La resistencia total es una la suma de las resistencia por convecciéon exterior e
interior mas la resistencia por conduccién a través del vidrio.

1 L, 1

Ri=Ri+Ry+Re= o+ =5+ 35—

1 0,008 1
Ry — ’ = 1,127 K/W
"7 10-(0,4-0,3) t o8- (0,4-0,3) 0 04-03) /

Apartado 2

El flujo de calor hacia el exterior es proporcional al salto de temperatura e inver-
samente proporcional a la resistencia térmica.

. Ti - Te (20 — (_10))
_ _ — 26,61 W
“= g 1,127 7




3.1 Ventana de una aeronave

Apartado 3

Para hallar las temperaturas de la pared del vidrio interior 717 y exterior Tis, se
plantean la misma ecuacién del apartado 2, pero aplicadas de forma parcial a cada
una de los extremos del circuito eléctrico equivalente.

. ;=T )
quTl1 = Tu=T— (4 R)
. T T, )

41 = 12R = Tips=T.+ (41 Re)

Reemplazando valores, se obtienen las temperaturas correspondientes

Ty =20 — (26,61 : ) = —2,18°C

10-0,12

Tiy = —10 + (26,61 : ) = —4,46°C

400,12

Apartado 4

En el nuevo esquema eléctrico equivalente se tiene que tener en cuenta las resis-
tencia por conduccion del aire y la de los dos vidrios, ademaés de las de conveccion
interior y exterior como en el apartado 1.

q,
1; 1, 1, 1, L, 1,
—\\\— - \\\—e—\N\—e—\\\—e—\\\—e

1 P L, n L n 1
hi - A ky-A  kgi-A  he A

Ro=R;+2-R,+ Ry + Rc =

1 0,004 0,01 1

Ry = :
2= 10012 T 078-0.12 © 0,026-0,12 | 40-0.12

= 4,332 K/W

o7
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Apartado 5

De igual forma que en el apartado 2, se puede calcular el flujo de calor hacia el
exterior como:

) T, —T. (20— (-10))
©2="p 1332 ’

Como puede el flujo de calor es del orden de la cuarta parte que el calculado en el
apartado 2.

Apartado 6

De igual forma que en el apartado 3, pero basandonos en el nuevo esquema eléctrico
se pueden calcular las temperaturas intermedias de las dos paredes de vidrio.

Primero se calculan las temperaturas de la pared izquierdas:

. I, -T .
@2=—Fp s Ty =T - (42 - Ry)
21
T =20 6,92 # = 14,23°C
2 P 10.0,12)

. Ty =T .
%Z% = Thy =To + (2 - Rao)
22
0,004
Too =142 — (6,92 — " ) =13,93°
22 , (6,9 0,78-0712) 3,93°C

Ahora se calculan las temperaturas de la pared derecha:

. T 7Te .
QQZMT = T24:Te+(q2~Re)
Toy =—1 2 — | =— °©
by = —10 + (6,9 ” 0’12) 8,55°C

_ To3 — Ty

i = Tog =Tou+ (¢2- Ry)

q2



3.1 Ventana de una aeronave

0,004

Tos = —8,55+ (6,92 ————
23 ’ +<’ 0,78 - 0,12

) = -8,26°C

Apartado 7

Existe una diferencia de temperaturas de 16,4°C (—2,18°C y 14,2°C) entre las dos
configuraciones.

Entre las ventajas, la doble capa es mas eficiente, pues con la misma cantidad
de vidrio (mismo peso transportado en la aeronave) se consigue una mejor cli-
matizacion. Ademas como la temperatura es mas alta el calor intercambiado por
radiaciéon entre una persona y la ventana es mas bajo, como se demostrara en el
apartado siguiente.

Apartado 8

El calor intercambiado por radiaciéon entre dos cuerpos (uno gris y otro negro) se
puede calcular como:

. 4 4
QTad:U'e'A'(Tc _Tv)
Haciendo el cociente entre los dos casos analizados se obtiene:

Gragin o€ A (T4 =Tt

Grad21 0-€-A- (Tc4 - T214)

.ra 1 4 2 4
(% d,11 _ 310 70,8 _ 1,58
Grad,21 3104 — 287a24

El calor intercambiado por radiacién es un 58 % maés alto en el primer caso.

Apartado 9

Se considera ahora el caso de ventana de doble capa pero sin la hipotesis restrictiva
de aire en reposo entre las dos capas de vidrio. La viscosidad cinematica del aire
es de v4; = 1,4-107° m?/s y el ntimero de Prandtl es Pr = 0,713.

Para el célculo del nimero de Nusselt se emplea la siguiente correlacion:

Nu = 0,42 - Ra!/* . Pr®%12 . (/)03
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Nota: En los procesos de conveccion libre para cavidades rectangulares, el coefi-
ciente de pelicula se define como: “Flujo de ‘calor intercambiado por unidad de
superficie, dividido por el salto de temperaturas entre caras internas de la cavi-
dad”. Por coherencia con esta definicién, el salto de temperaturas a considerar para
los ntmeros de Grashof y Rayleigh es también el correspondiente a la diferencia
de las temperaturas entre caras. El coeficiente de expansion térmica 3, a su vez,
se calcula para una temperatura, que es la media aritmética de las temperatu-
ras de las caras. La dimension caracteristica en todos los ntimeros adimensionales
involucrados es la separacion entre capas.

Para calcular el ntiimero de Rayleigh primero se debe determinar el nimero de
Grashof de acuerdo con la siguiente ecuacion:

B-g-(Tog — Toz) - Lai®
Vai2

Gr =

Donde ( se define con la temperatura media

_ Toe + 123 _ 13,93 + (~8,26) =2,84°C = T, =27584K

Tm
2 2

1 1

5:7

_ _ 10-3
T, 27584 3,62-10

Reemplazando valores en la definiciéon del ntumero de Grashof:

3621073 -9,8- (13,93 — (—8,26)) - 0,001

Gr 5
1,4-10-°

= 4023,19

El nimero de Rayleigh se calcula como:
Ra = Gr - Pr =4023,19 - 0,713 = 2868,5
Finalmente el nimero de Nusselt es:
Nu = 0,42 - 2868,5'/4 . 0,713%912. (0,4/0,01) %% = 1,01 ~ 1

El coeficiente de pelicula se puede calcular como:

Nu - kg 1-0,02
_ u ai _ 070 6:276W/m2K

h Lo 0,01




3.1 Ventana de una aeronave

Apartado 10

El flujo de calor entre las dos paredes de vidrio se puede calcular como:
Gs=h-A- - (Tog —To3) =2,6-0,12- (13,93 — (—8,26)) = 6,92 W

El resultado obtenido en este apartado es idéntico al obtenido en el apartado 6.

Que el numero de Nusselt sea igual a 1 implica que todo el fenémeno de transmisiéon
de calor es por conduccion tanto a través de las capas de vidrio como a través de
la del aire.
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3.2 Dep6sito de oxigeno liquido

Consideremos un deposito esférico de oxigeno liquido que tiene un radio r4, esta
fabricado en acero inoxidable y esta alojado en un compartimiento de un transbor-
dador espacial que esta a T, = cte. El contenido del depoésito se mantiene a una
temperatura (7o = cte) a base de perder oxigeno evaporado, con un calor latente
de evaporacion (hf,:), a través de una valvula que regula el deposito a p = cte.
Para reducir las pérdidas de oxigeno (ri,,) se recubre el deposito con un material
aislante de conductividad (k,), espesor (e,) y densidad (pq).

Se pide:

1. Dibujar un esquema simplificado con las resistencias térmicas consideradas.
Determinar la resistencia térmica equivalente R.,. Suponemos que la resis-
tencia térmica (Ry) de la pared de acero inoxidable es despreciable frente a
la resistencia térmica (R,) del aislante.

2. Hallar una expresion para el flujo de calor aportado al deposito de oxigeno
considerando que rg > e,.

3. Establecer una relacion general entre la masa de oxigeno evaporada por uni-
dad de tiempo y el espesor del aislante. Obtener una expresion simplificada
cuando he, > ko/eq.

4. Establecer una relacion entre el peso del aislante y la masa de oxigeno eva-
porada.

5. Determinar el espesor de aislante (e,) necesario si:

To =240 K To =90 K rqa =0,5m
hfor = 210 kJ /kg Mee = 0,042 kg/h
pa = 30 kg/m? ke =1,5-10"* W/m - K

6. Se plantea una solucién alternativa con material aislante cuya conductividad
térmica es k, = 1,5 - 107 W/m-K y su densidad es p, = 120 kg/m3.
Determinar el espesor de aislante necesario (ep) y el peso del aislante.

7. Considerando la solucién obtenida en los apartados 5 y 6 comprobar que
si el espesor del deposito (e4) de acero inoxidable AISI304 es de 1 cm y su
conductividad térmica es kg = 9 W/m - K, la resistencia térmica de la pared
del depésito es efectivamente, despreciable frente a la del aislante.

8. Considerando la solucién obtenida en los apartados 5 y 6, suponiendo que el
coeficiente de pelicula (h.,) entre la esfera y el entorno es de 20 W/m? - K,
determinar el namero de Biot y comprobar que la hipotesis realizada en el
apartado 1 de despreciar la resistencia térmica de la convecciéon es razonable.



3.2 Depdsito de oxigeno liquido

Apartado 1

El flujo de calor entre T, y T tiene que atravesar una serie de resistencias térmicas.
Una resistencia por conveccion Ry, entre el exterior y la capa de aislante, una
resistencia por conduccién del aislante R,, una resistencia por conduccién del
material del deposito Ry y finalmente una resistencia por conveccién entre la pared
interna del deposito y el oxigeno Rpg.

El Esquema de resistencias considerado esta representado en la figura 3.2.1.

q
T, N .
—A\\\——"\\N\—e—\\\—e—\\\—e

Figura 3.2.1: Esquema del deposito de oxigeno y disposicion de las resistencias.

La resistencia térmica equivalente (R.q) es la suma de todas las resistencias con-
sideradas.

Req = Rpoo + Ry + Rg + Rpo

Dado que el contenido del depoésito se mantiene a Ty = cte y no tenemos informa-
cion acerca del coeficiente de pelicula interior, suponemos que la temperatura de
la pared del deposito es igual a Ty por tanto Rpg =~ 0, puesto que ademéas Ry ~ 0,
el valor de la R, sera:

Req = Rhoo + Ra

Apartado 2

El calor aportado al depédsito de oxigeno por unidad de tiempo se puede expresar
como:

AT T —T,

1= Rey ” Rioo + Ra
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Donde las resistencias Ry v Rq, se puede expresar como:

1 1 1
Ra4-7r~ka.[7°d (rd—i-ea)]

1
4.7 hoo - (Tqg + €4)?

Rhoo =

Siendo 74 > e, las expresiones de Rj., v R, quedan como:

€a
Ry=—"52
41k -13
1
Rhoo:

4.7 heo - 742

Reemplazando los valores de Ry y R, en la expresion del flujo de calor queda:

T —To

=4 qrerg2. —— "9
7 T Tk + 1/he

Apartado 3

De acuerdo al enunciado para mantener la temperatura constante del deposito
se evapora una cierta masa de oxigeno. Por tanto esta masa de oxigeno debe ser
proporcional el flujo de calor que entra al deposito.

q: Mog - hfow

Siendo hf,, el calor latente de evaporacion del oxigeno. Igualando esta expresion
con la hallada en el apartado anterior se obtiene:

2 To—To 1
hfow  €afka+ 1/hoo

moz:4'ﬂ'~7‘d

Considerando que el término 1/hs es mucho menor que e, /k,, la expresion para
el gasto mésico de oxigeno queda como:

2 Tu=To ks
th(E ea

mom:4~ﬂ'~7"d
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Por tanto existe una relaciéon de tipo hiperbélico entre la masa de oxigeno eva-
porada y el espesor del aislante tal como se muestra (de forma cualitativa) en la
figura 3.2.2.

Masa de oxigeno evaporada

Espesor de aislante

Figura 3.2.2: Relacion entre la masa de oxigeno evaporada (1110, ) y €l espesor del aislante
€a-

El parametro A tiene en cuenta las dimensiones del deposito, las temperaturas de
trabajo y el material utilizado como aislante.

Apartado 4

El peso del volumen de aislante que es necesario anadir sera:
P =4-7-1r2-¢ -p. -
a = TTqd *€aqPa"¥

Lo que indica que si el tamafo del deposito y el material a utilizar estan definidos,
el peso del aislante solo crece linealmente con el espesor de éste.

Sin embargo, otra forma de ver el problema es analizando como varia el peso
del aislante en funcién de la masa de oxigeno evaporada, para ello se parte de la
ecuacion obtenida en el apartado anterior.

T. _TO k & hf
Nog =4 -merg?- =2 2. 2220 o dorerg?ie, =hop €l —— 2%
m T-Tq W cn e T-Tq" € Mg - € Fo - (To —To)

Reemplazando en la expresion del peso del aislante se obtiene:

. hfox
Pa: ox * a2'—' a *
" ¢ ka'(Too_TO) p g
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El peso del aislante crece linealmente con la masa de oxigeno evaporada y de forma
cuadrética con el espesor del aislante.

Apartado 5

Despejando el espesor de aislante de la ecuaciéon de la masa de oxigeno evaporada
y reemplazando valores se obtiene:

ko (Too —Tp) 1

hfox Ion

eq =4 -7 rs*-

1,5-107%- (240 — 90) 1
= . . 2 " - =
eq=4-7m-0,5 0.210 T 0,02908 m
e, = 29,08 mm

El peso del aislante es:

Po=4-1-14% €4 -pa-g=4-7-0,52-0,029-30-¢

P,=g- 274N

Apartado 6

Para el nuevo aislante se repiten los calculos realizados en el apartado anterior,
obteniendo como resultado:

ey =2908mm y FP,=¢g-109N

Como puede verse el espesor de aislante se ha reducido un orden de magnitud
debido a la a la menor conductividad térmica del aislante, sin embargo el peso
s6lo se ha reducido a la mitad debido a la mayor densidad del aislante.

La relacion de pesos de aislante para una misma masa de oxigeno evaporada es:

Fa _€a Pa
P, ey,
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Apartado 7

La resistencia térmica de una corteza esférica tiene por expresion general:

1 To —T1

:4-7r-k' To - T1

Particularizando este expresiéon para este problema:

Para el acero inoxidable: eg < rg4

1 .Td_(rd_ed) = Rdzil ei

R =
d 4'7T~kd rd-(rd—ed) 4'7T'/<Jd Td

Para el aislante b: e, < rg

1 (Td+6b)—7”d 1 €p
= . = Rj=——-
4-m-ky (rqa+ep) T4 d 4-7-ky rg2

Ry

Haciendo el cociente entre ambas resistencias térmicas.

Rb - k‘d ﬁ Rb 9 27908

Ao _ Rd -~ I . =1,75-10°
Rd kb €dq Rd 1,5 -10-5 10

Con lo que se demuestra que Ry < Rp por lo que la hipotesis supuesta en el
apartado 1 es correcta.

Apartado 8

Para verificar que la hipotesis de despreciar la resistencia por conveccién es razo-
nable se hace el cociente entre ellas.

1 ey
Ry=—— .0
B O O A
RhMZL'L Rhoo  hy

4.7 he T2

Siendo Bi el numero de Biot que relaciona las resistencias térmicas en problemas
de conveccion - conduccion.
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Para los datos del problema se obtiene:

R, _ 2,908-1073

B.: =
T Riw 15-10-5

.20 =3,9-10°

Efectivamente para los datos del problema la resistencia térmica del aislante es
tres ordenes de magnitud superior a la de conveccién. En definitiva, la resistencia
térmica que controla el proceso es debida al aislante y tanto la pared del deposito
como la conveccion fluido exterior/aislante son despreciables. Todo el salto de
temperatura ocurre en el aislante.



3.8 Radio critico

3.3 Radio critico

Una tuberia de cobre de espesor despreciable frente al radio r; se emplea para
transportar un fluido refrigerante a temperatura 7;. La temperatura de la pared
externa T'(r) es igual a T; cuando no existe aislante térmico alrededor de la tuberia.

La tuberia se encuentra inmersa en un flujo de un fluido con una temperatura
Two > T; y se supone que el coeficiente de convecciéon es conocido y tiene valor h.

. T(V)
i

Suponiendo condiciones estacionarios y flujo de calor unidimensional en sentido
radial, se pide:

1. Determinar de forma general si existe un 6ptimo en el espesor de una posible
capa aislante concéntrica con la tuberia.

2. Particularizar la soluciéon para los valores siguientes: k = 0,055 W/m - K,
h=5W/m? - Kyr,=5m

Apartado 1

La resistencia al intercambio de calor entre el refrigerante y el aire esta controlada
por conduccién a través del aislante y conveccién entre la superficie externa del
aislante y el aire.

La resistencia térmica total (Rror) por unidad de longitud axial de la tuberia se
puede expresar como la suma de estas dos resistencias.

ln(r/ri)+ 1
2-m-k  2-m-r-h

Rror =
Se observa que el primer término crece con el radio (r) mientras que el segundo
disminuye.

El flujo de calor por unidad de longitud axial se calcula como:

L Rror
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Un espesor 6ptimo de aislante debe estar asociado con un valor de r que minimice
el flujo de calor o maximice la resistencia total.

Para que esta condicién exista, en primer lugar la funcion Rror debe tener una
tangente horizontal, es decir su derivada primera debe ser nula.

dRroT 1 1
720 — =
dr = 2-m-k-r 2-m-r2.-h

0

Esta condicién se satisface para r = k/h, es decir no depende del radio de la
tuberia ;.

En segundo lugar, para determinar si este valor es un méaximo o un minimo de la
funcién es necesario determinar la segunda derivada de la funcion Rror.

PRror 1 1

= — =0
dr? 2~7r'k~7'2+7ror3~h

Particularizando la segunda derivada para: r = k/h

@Rror 1 11
e w-(k/h)2 \k 2k

dQRTOT _ 1 <0
dr? 2-m-k3/h?

Como el valor de la segunda derivada es siempre mayor que cero significa que
para r = (k/h) la resistencia tiene un minimo, por lo tanto el flujo de calor sera
maximo, por lo que se concluye que en realidad ‘“no existe un 6ptimo”, en realidad
“existe un pésimo”.

Cuando r = k/h el radio puede considerarse mas bien como un “radio critico”,
puesto que maximiza el flujo de calor.

TCT‘ -

k
h
El radio critico obtenido puede ser:

» 1o < 7; = Rror es siempre creciente en r[r;,oo]. En este caso siempre es
interesante aislar térmicamente.

= r.. > 1; — Rpor es decreciente entre r; y r. para volver a crecer a partir
de r.-. En este caso no siempre es interesante aislar térmicamente.



3.8 Radio critico

Apartado 2

Reemplazando los valores en la expresion del radio critico obtenida en el apartado
anterior.

k0,055

Ter = — 5 =0,011 m =11 mm > r;

Por lo que el espesor de aislante correspondiente al radio critico es:
Cais.cr = Ter — T = 11 —5 =6 mm

Por debajo de este valor y hasta cero (sin aislante) el flujo de calor disminuye
hasta estar dominado solo por convecciéon con un area de transferencia de calor
proporcional a r;.

Para espesores de aislante mayores que 6 mm, el flujo de calor también disminuye
hasta igualar el valor correspondiente al caso de ausencia de aislante. Esto ocurre
para un radio denominado r* y que puede determinarse a partir de:

RTOT.para r* Rconv sin aislante

In (r*/r;) 1 B 1
2.7k 2.w-r*-h  2-m-1;-h

La ecuacién anterior se puede expresar como:

« k 1 1 k T
In(r /Tl)—h'(m‘@ = ()

Para los datos del problema la solucién de la ecuacion anterior es: r* = 32 mm, o
lo que es lo mismo:

r*—r;=32—-5=27mm

Si se sigue aumentando el espesor del aislante a partir de este valor se consigue el
efecto de reduccion del flujo de calor respecto del caso de no utilizar la capa de
aislante concéntrica.

Para que sea “rentable” utilizar capas aislantes concéntricas en este tipo de pro-
blemas, r*/r; debe tender a la unidad. Esto se consigue con valores pequenos de
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k/h, es decir condiciones en las que el coeficiente de conductividad k es pequefio
y el coeficiente de pelicula h es grande.

Conviene que 7., < r; es decir:

k
h-Ti

1< =Bi

El namero de Biot referido al radio interior tiene que ser mayor o igual que la
unidad.

Si re. > 1; para reducir apreciablemente la pérdida de calor respecto al caso sin
aislamiento, el radio de éste debe estar claramente por encima de r* lo que en
muchos casos es caro y voluminoso.

En la figura 3.3.1 se han representado los valores de las resistencia por conveccién,
conduccion y la total, como asi también el flujo de calor en funcién del espesor del
aislante. Se puede observar con claridad lo explicado referente al valor r* .

10.0
Phi
; * |q~m.r e gl - R.nm.’
8.0 1 : T Rr-um
e ) |r — Ryyp
Z 6.0\ | Flujo de
= -
4 L calor
E‘ 4.0
= *
2.0
0.0
0 10 20 30 40 50

Espesor de aislante (» - ;) [mm]

Figura 3.3.1: Resistencias y flujo de calor en funcion del espesor de aislante (el flujo de
calor no esta a escala).



3.4 Tuberia cilindrica. Espesor critico de aislamiento

3.4 Tuberia cilindrica. Espesor critico de
aislamiento

Una tuberia cilindrica de cobre con un radio externo r; tiene una temperatura
en su superficie externa 7; que se considera constante. La tuberia se recubre de
un aislante térmico con conductividad térmica k y radio externo r., siendo la
temperatura de la superficie externa T, y estando el conjunto en una atmosfera de
aire con una temperatura constante T,.. El coeficiente de pelicula de transmision
de calor por conveccion entre la superficie externa del aislante es el correspondiente
a unas condiciones de conveccion forzada en flujo transversal, y se puede considerar
la ecuacion de Hilpert para determinarlo, Nu= C - Re™ - pr'/3.

Se pide:

1. Suponiendo flujo térmico unidimensional, determinar el campo radial de tem-
peraturas T'(r) en el aislante si las condiciones de contorno son:

r="r T(r;) =T,

dT'(r)
=7, : — —he (T, — Ty,
r=r k = he - ( )

=T,

Siendo h, el coeficiente de pelicula correspondiente al radio r..

2. Comprobar a partir del apartado anterior que el campo de temperaturas se
puede escribir de formar adimensional como:

O(r) =1—Bi-0(re) - he* -r" - In(r)

Siendo: 0(r) = (T(r) — Too)/(T; — Too) 5 1 = 1/ry 5 15 = 1e/15
he* = he/hi 3 Bi= (hl T‘z)/k
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Siendo h; el coeficiente de pelicula correspondiente al radio r; cuando no hay
aislante.

Dibujar un diagrama esquemaético 6(r) vs. 7*, estableciendo el intervalo de
las dos variables.

. Comprobar que a partir de la ecuacién de Hilpert el coeficiente de pelicula

adimensional se puede escribir como:

Suponer para esta comprobacion que las propiedades del aire son constantes.

. Determinar una expresion para el flujo de calor intercambiado por unidad

de longitud de tuberia, ¢., entre la superficie externa del cilindro y el aire.

. Comprobar que el flujo de calor adimensional intercambiado se puede escribir

Ccomao:

* q.e *\m
= —— = ’[‘e . 9 ’[‘e
¢ == )"0

Siendo ¢, el flujo de calor obtenido en el apartado anterior y ¢; el flujo de
calor intercambiado por la tuberia en ausencia de aislante.

. Determinar una expresion del radio adimensional r.* en funcién de m y Bi

que maximiza las pérdidas de calor adimensionales ¢*, es decir, el r.* que
llamaremos radio critico 7 .. *.

Nota: Realizar la primera derivada e igualando a cero se tiene una solucién
tnica que se corresponde con un maximo. No es necesario realizar la segunda
derivada para comprobar que es intrinsecamente negativa.

. Comparar la expresiéon obtenida en el apartado anterior con la que se ob-

tiene para un problema semejante en el que suponemos que el coeficiente
de pelicula h es constante e independiente de r. y donde se obtiene para el
radio critico, 7. = k/h . Justificar las diferencias y similitudes de estas dos
expresiones con razonamientos fisicos.

. Establecer un valor limite para el nimero de Bi por encima del cual aumentar

el espesor del aislante siempre disminuya el calor intercambiado entre el

cilindro y el aire ambiente. Dibujar esquematicamente un diagrama ¢* vs.
* * * *

/rE para’ Te.cr < 17 re.cr - 1 y re.cr > 1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Determinar la resistencia térmica del intercambio de calor entre el cilindro y
el aire cuando no hay aislante térmico, Rror.; y cuando hay aislante térmico
con un radio r., Rror... Definimos una resistencia térmica adimensional
Rror..” = Rror.e/Rror.; cuya expresion se pide determinar en funcion de
re*, my Bi.

Dibujar esquematicamente el valor de las resistencias térmicas adimensiona-
les debida a la conduccion y a la conveccion en funciéon de r.* tomando como
parametro m y Bi.

Determinar el valor de r.* que minimiza la resistencia térmica que se ha
denominado 7. ..*, y compararlo con el obtenido en el apartado 6.

Determinar Rep;, Repe, Nupi, Nupe, Bi y la temperatura T, con los siguien-
tes datos:

T; = 500°C T = 30°C k=006 W/m-K
r; =0,1m re = 0,2 m u=20m/s
Propiedades del aire:
Vai =1,6-107° m?/s ke = 0,026 W/m-K  Pr=0,7
Constantes para la ecuacion de Hilper:
m = 0,8 C =0,027

Determinar el flujo de calor intercambiado por unidad de longitud ¢, y el flujo
de calor adimensional ¢*. Determinar el radio critico adimensional, r¢ ..* y
el radio critico, r.* para estas condiciones.

Determinar los mismos valores pedidos en el apartado 12 y 13 siendo k£ =
0,1 W/m-K y v = 0,05 m/s. Comentar el resultado y compararlo con los
obtenidos en los apartados anteriores.

Justificar a la vista de los resultados del apartado anterior si la ecuacion
de Hilpert con m = 0,8 y C' = 0,027 sigue siendo valida. Justificar si la
hipétesis de conveccion forzada sigue siendo aceptable. En caso de no serlo
;qué correlacion utilizaria para la estimacion del nimero de Nusselt?

75



Capitulo 3. Transferencia de calor: Conduccion - conveccion

76

Apartado 1

La ecuacién general de conducciéon de calor se puede escribir, en coordenadas
cilindricas, de la siguiente forma:

r Or " or r2 9¢ " 0 0z 0z dgen =P~ =P 5y

El problema que se plantea es un problema de transmisiéon de calor estacionario,
unidimensional y sin generaciéon de calor, por lo tanto la ecuacién general queda

de la siguiente forma:
d dr'(r)\
dr <r Cdr ) =0

Integrando esta ecuacion se obtiene:

.. dT(r) _o = _ G
dr

Integrando nuevamente.
T(r)=Cy-lnr+Cy

Aplicando las condiciones de contorno se puede obtener los valores de las constantes
de integracion.

Parar =r,

= (T.-T
dr _— k (Te )
dT(Te) _ Cl o e
dr _Z_*i'(Te*Too)
6 ="t g r)
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Parar =1

T(TZ') =T, =C1-Inr; + Cy

e'he
E:—r ’ (Te —Tw) - Inr; + Cy

02271‘-1-%'(72—%0)'1117%

Una vez obtenido el valor de ambas constantes se remplazan en la ecuacién del
campo de temperaturas, obteniendo:

T(r) =—Te,'€he -(Te—Too)-lnr+Ti+%~(Te—TM)-mri

Operando convenientemente se puede obtener:

Te * he

T(r) =T, — == (T. = Tx) - In(r/ry)

Apartado 2

Si a la ecuacién obtenida en el apartado anterior se le resta en ambos miembros
T y se divide por (T; — Tw,) se obtiene:

T Te-he Tp—Tu

T(r)—Ts T;

T-Tw T,-Tw k Ti-Tw
T(r)—Tw e he T.— T
— =1- ’ ~Ti_TOO~ln(r/rl)

T(T) - T re-he hi-ri Te—To
—1— ) . 1 .
T, — T E hyor T —To n(r/ri)

Haciendo uso de las definiciones dadas en el enunciado la ecuacién puede escribirse
como:

T



Capitulo 3. Transferencia de calor: Conduccion - conveccion

78

O(r)=1—Bi-r.* - he*-0(re) - Inr*

El intervalo para las dos variables de la ecuacién anterior es:
O(r) = 1 para T'(r) = T; situacion que ocurre cuando r = r;, por lo tanto r* = 1.

El valor de r* tendra como valor méaximo r.*, puesto que r varia entre r; y re,
para este caso el valor de 6(r) sera menor que 1 ya T'(r.) es siempre menor que
T;. El valor final de la temperatura adimensional dependera de las condiciones del
problema, sin embargo, de forma esquemética se puede representar como se indica
en la figura 3.4.1.

o)

Figura 3.4.1: Rango de variacién de 6(r) en funcién de r* para este problema.

Apartado 3

Para poder hallar el coeficiente de pelicula adimensional primero se debe encontrar
una expresion para h; y para h,. Si se calcula, a partir de la ecuaciéon de Hilpert,
el nimero de Nusselt caracterizado para el diAmetro interior, es decir, cuando no
tenemos aislante, se obtiene:

hi - D;
kai

NU-D,- = :C~R€Dim~PI‘1/3

Para el caso en que tenemos un aislante y por lo tanto un didmetro D, distinto de
D;, la ecuacion de Hilpert se expresa de la siguiente forma:

he - D.
Nup, = o =C-Rep,™ Pr'/?
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Haciendo el cociente entre las dos ecuaciones, asumiendo como dice el enunciado
que las propiedades fisicoquimicas del aire son constantes, se obtiene:

he . De N ReDem
hi . Dz - ReDim

Teniendo en cuenta la definicién del niimero de Reynolds, la expresién anterior se
puede expresar como:

ner:

Apartado 4

El flujo de calor intercambiado entre la superficie externa de la tuberia y el aire
se puede obtener de forma genérica a partir de la siguiente ecuacion:

G=A-h-AT

Para el caso de nuestro problema el area del cilindro es el producto del perimetro
por su longitud, y teniendo en cuenta que el enunciado pide calcular el flujo de
calor por unidad de longitud, la ecuacién anterior queda:

q'ezz'ﬂ're'he'(Te_Too)

Siendo ¢, el flujo de calor por unidad de longitud.
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Apartado 5

Para calcular el flujo de calor adimensional, primero hay que calcular el flujo de
calor para el caso en que no hay aislante. De forma similar a lo obtenido en el
apartado anterior se puede expresar que:

=277 hi (T~ Tao)
Haciendo el cociente entre las expresiones halladas para ¢. y ¢; se obtiene:

@G richi(T; —Tw)

* Ge Te‘he'(Te*Too)
q = —

Utilizando la expresiéon obtenida en el apartado 3 y siendo el cociente de tempe-
raturas la temperatura adimensional cuando r = r.

I % =t ()T () = gt = ()™ 0(re)
Apartado 6

Para obtener el r.* que maximice las pérdidas de calor adimensionales, hay que
derivar la ecuacién obtenida en el apartado 5 respecto a r.*, e igualar a cero.

Hay que tener en cuenta antes de hacer la derivada que la temperatura adimensio-
nal 6(r.) también es funcién de r.*. Por tanto, hay que obtener la expresion de la
temperatura adimensional en funcion de r.*, para ello caracterizamos la ecuacion
obtenida en el apartado 2 para el caso de r = r.

O(re) =1—Bi-r.*-he* - 0(re) - Inr.*

Operando convenientemente se obtiene:

1
T 14 Bi-ret-ht - lnr*

o(re)

Utilizando la relacién obtenida en el apartado 3.

1

0re) = 31 (re*)™ Inre*
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Reemplazando esta ecuacién en la obtenida en el apartado 5, se obtiene:

* (Te*)m

T 1+Bi- (re*)™ - Inr.*

q

Si al denominador lo identificamos como x = f(r.*) se puede escribir:

*

Si derivamos la expresion anterior, respecto a r.* e igualamos a cero:

¢ _me ()" x ()™ Bifme (re)™ et 4 (r)" ]
dre* X2 X2

m - (re*)m_l X (re*)m ' Bi[m . (re*)m_l . 1117"5* + (re*)m_l] =0
Reemplazando el valor de x y reordenando los términos se obtiene:
m-(re)™ = Bi- (1) =0

Teniendo en cuenta que al valor de r.* que hace que la ecuaciéon anterior sea igual
a cero lo llamaremos r. .- *, se puede escribir:

('re.cr ) = E

Apartado 7

La expresion que se obtiene, donde el coeficiente de pelicula es independiente del
radio (ver problema anterior), es la siguiente:

Te.cr = k/h

Si dividimos ambos términos por r; con el objeto de obtener el radio critico adi-
mensionalizando y teniendo en cuenta que h; = h., puesto que h es independiente
del radio, se obtiene:

TS‘C'I’ k
= TE.C’I‘ = = —
e h-r; Bi
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Si comparamos esta ecuacion con la obtenida en el apartado anterior se observa que
ambas ecuaciones son idénticas para m = 1, que se da cuando h es independiente
del radio.

Apartado 8

La condicion para que el flujo de calor siempre disminuya cuando aumentamos el
espesor de aislante se da para el caso en que el r. ..* = 1, es decir es el caso cuando
Te.cr = T;. Fste caso es un caso limite donde el flujo de calor maximo se produce
cuando no hay aislante, por lo tanto, cualquier espesor de éste reduciria el flujo de
calor.

Por consiguiente, la ecuaciéon obtenida en el apartado 6 queda:

(Te.cr*)m - 5. = 1 = Bi=m
Para Bi = m tenemos el valor limite para el cual cualquier incremento en el espesor
de aislante disminuye el flujo de calor.

De forma esquematica en la figura 3.4.2 representa como varia el flujo de calor
adimensional para los tres casos planteados en el enunciado.

Figura 3.4.2: Variacion de flujo de calor adimensional ¢* para los tres casos propuestos.

re.cr” = 1. Este es el caso limite donde el flujo de calor adimensional es igual a la
unidad, por tanto la curva de flujo de calor adimensional tendrd un maximo en
este punto (tangente horizontal).

Te.crm < 1. En este caso lo que nos dice que el radio critico, que maximiza el
flujo calor es menor que el radio de la tuberia, de este modo el flujo, cualquier
incremento en el espesor del aislante reducira atin mas el flujo ce calor.
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re.crm > 1. En este caso lo que se indica es que existe un radio que maximiza el
flujo de calor y este radio es mayor que el radio de la tuberia, por lo tanto, el flujo
de calor adimensional tendra un maximo (mayor que la unidad).

Apartado 9

La resistencia térmica cuando no hay aislante entre la tuberia y el aire es sélo la
debida a la conveccién y se expresa como:

1
Rrop; = —
rot. 2-m-r;-L-h;

Para el caso en que existe aislante, ademés de la resistencia de conveccién existe
una resistencia de conduccién a través del aislante, por lo tanto:

1 In(re/r;
Rror.. = é

+
2-m-re-L-he 2-7-
Para hallar la resistencia adimensional se hace el cociente entre ambas y se obtiene:

. Rrore 2-m-ri-L-h; 2-m-r;-L-h;-n(re/r)

Rror..” = -
Tot. Rrors 2-7-re L ho | 2.7 k-L
ri-hi  ri-hi-In(re/r;)
R =
TOT. Te'he+ A
Rror.” = e +Bi-Inr.

Si reemplazamos el valor obtenido para h.” en el apartado 3, la ecuaciéon queda
como:

1 . N
Rror.e” = W +Bi-In7r,
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Apartado 10

La ecuacion obtenida en el apartado anterior representa los dos términos de la
resistencia térmica de este problema a medida que varia el espesor del aislante. El
primero es el debido a la conveccion entre la pared del aislante y el aire (funcion
de m) y el segundo es el debido a la conduccion a través del aislante (funcion de
Bi).

En la figura 3.4.3 se presentan de forma esquematica como seria la variacion de
estas resistencias en funciéon de r.* y como se modifican al variar los parametros
de que dependen.

*l\
RTOT_e lii
cond: | gi=1
1 b
m
L2 >
1 e Tt

Figura 3.4.3: Variacién de de las resistencias térmicas del problema.

Apartado 11

El valor de r.* que minimiza la resistencia térmica, es el que iguala a cero la
derivada de la ecuaciéon obtenida en el apartado 9.

dR * m Bi
Tozj.e = 0 = * “+1 + *
dre (Te.er™)™ Te.cr

Operando convenientemente se obtiene:

*)’H’L

(Te.cr Bi

Que es la misma ecuacion que la obtenida en el apartado 6. Por tanto minimizar
la resistencia térmica adimensional es lo mismo que decir que se maximiza el flujo
de calor adimensional.
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Apartado 12

A partir de la definicién del namero de Reynolds (Re = u- D/v) se puede calcular:

w-2-r;  20-2-0,1

Rep, — - — 250000
eD Vi 1,6-10-5
u-2-r. 20-2-0,2

Rep — _ — 500000
eDe Vo 1,6-10-5

A partir de la ecuacion de Hilpert se calculan los ntumeros de Nusselt.

Nup, = C-Rep,™ - Pr'/3 = 0,027 - 250000%% - 0,7'/3 = 498,98

Nup, = C - Rep,™ - Pr/? = 0,027 - 500000%® - 0,7'/% = 868,77

A partir de los numeros de Nusselt se pueden calcular los coeficientes de pelicula.

hz27‘1 NuD,~kai
Nup, = ——-* L= 2 T
up, k’m‘ = hz 2.“
498,98 - 0,026
h; = W = 64,87 W/m? - K

N 'kai ) ! 72
_ Nup, :86877 006:56,47W/m2'K

h
¢ 27, 2.0,2

Con estos valores se puede calcular el nimero de Biot y los parametros adimen-
sionales.

hi * T - 64,87 . 0,1

T 0,05 :
h. 5647 re 0,2
he* = 76 = ? =0, 6* — i — ) — 2
o easy 08Ty e = o= 0

Un valor tan alto del ntmero de Biot indica que el gradiente de temperatura
dentro del aislante serd muy grande, sin embargo, la diferencia de temperaturas
entre la pared externa del aislante y el aire serd muy pequena. Para calcular la
temperatura de la pared exterior del aislante es necesario utilizar la ecuacion del
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campo de temperaturas adimensional obtenida en el apartado 2 y caracterizada
para r = 7.

O(re) =1—Bi-r.* - he* - 0(re) - Inr.*

Operando convenientemente se obtiene:

1
14+Bi-re*-he -Inre*

O(re) =

Reemplazando valores.

1
14129,7-2-0,87-1n2

0(r.) = 0,00634

A partir de la definicién de la temperatura adimensional 6(r.) se obtiene la tem-
peratura exterior del aislante.

T
—7;" =  To=0(re) (Ti — Too) + Two

T. = 0,00634 - (500 — 30) 4+ 30 = 32,98°C

Como se ve al calcular el valor de la temperatura de la pared exterior, la variacién
de temperaturas dentro del aislante es muy grande 500°C a 32,98°C, sin embargo,
la caida de temperatura debida a la conveccion es del orden de 3°C. Resultado
este que era de esperar debido al valor obtenido en el niimero de Biot.

Apartado 13

A partir de las ecuaciones obtenidas en el apartado 4 y 5 se calcula:
Ge=2 71 -he (Te —Too)=2-7-0,2-56,47 - (32,98 — 30)

e =211,7 W/m

Gi =271 -hi- (Ty — Tog) =2-7-0,1-64,87 - (500 — 30)
G = 19155,9 W/m
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¢ =2~ o011

qi

Este resultado indica que el calor transferido cuando tenemos el aislante es dos
ordenes de magnitud menor que el que tendriamos si la tuberia estuviera directa-
mente expuesta a la corriente de aire.

Para el calculo del radio critico adimensional usaremos la ecuacion obtenida en el
apartado 6.
m ) 1/m

m
(re.cr*)m == E = re.cr* = (E

0.8 \1/08
* = ’ =1,73-1073
Te.cr (12977) ,73-10

Que el radio critico adimensional sea menor que 1 significa que el radio que ma-
ximiza las pérdidas de calor seria menor que el radio de la tuberia, lo cual es
imposible, por lo tanto cualquier espesor de aislante disminuiré las perdidas de
calor.

El radio critico se puede calcular como:

Feor = Teor® -1 =1,73-1072.0,1
Feer =1,73-107* m

Apartado 14

En este apartado hay que repetir los calculos del apartado 12 y 13, pero consi-
derando en este caso un aislante con una conductividad mayor (y por tanto peor
aislante) y una velocidad del aire extremadamente baja.

u-2-r;  0,05-2.0,1

Rep, Vi 16105 0%
w-2-r.  0,05-2-02

Rep — — — 1250
eDe Ver 1,6-10-°

Nup, = C - Rep,™ - Prt/3 = 0,027 - 625%% . 0,7'/% = 4,13
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Nup, = C - Rep,™ - Pr'/3 = 0,027 - 1250°% . 0,7"/% = 7,20

A partir de los niimeros de Nusselt se pueden calcular los coeficientes de pelicula.

_ Nup, -ke; 4,130,026

h. =
! 2.7 2.0,1

=0,54 W/m? - K

h ~ Nup, -kq; 7,200,026
201, 2.02

=0,47 W/m? - K

Aligual que en el apartado anterior calculamos el nimero de Biot y los parametros
adimensionales.

hi * T 0,54 . 0,].

T 0,1 0,5
. he 047 re 02
e — T— = =0, 6* = — = = 2
e = T osr 08T Y e = =00

Para este caso el valor del nimero de Biot nos indica que el gradiente de tem-
peratura dentro del aislante serd mas pequeno, por lo que es de esperar que la
temperatura en la pared del aislante sea mayor que la obtenida en el apartado 12.

El menor valor del ntimero de Biot se debe por un lado a la disminucién consi-
derable del coeficiente de pelicula y por otro al aumento en la conductividad del
aislante.

Aligual que antes, utilizamos la ecuacion del campo de temperaturas adimensional
caracterizada para r = r..

1

O(r.) =
(re) 1+Bi-re*-he' -lnr.*

Reemplazando valores, se obtiene:

O(re) = 1 — 0,6065
") T 11 054-2-087-n2

T, = 0(re) - (T, — Too) + Too = 0,6065 - (500 — 30) 4 30 = 315,1°C
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Como era de esperar la temperatura de la pared exterior del aislante en este caso
es mucho mas alta que la calculada en el apartado 12.

Para los calculos de los flujos de calor utilizamos los nuevos datos y se obtiene:

Ge=2-7 Te he (To —To) =2-7-0,2-0,47 - (315,1 — 30)
de = 167,63 W/m

Gi=2 71 hi (T —Ts) =2-m-0,1-0,54 - (500 — 30)
G4 = 157,73 W/m

¢ =2~ 1,056

qi

Este resultado indica que el calor transferido cuando tenemos el aislante es mayor
que el que tendriamos si la tuberia estuviera directamente expuesta a la corriente
de aire, ésto indica que al colocar aislante estamos aumentando el flujo de calor
respecto al que tendriamos sin él.

Para el calculo del radio critico adimensional que hace maximo este flujo de calor
usaremos la ecuacion obtenida en el apartado 6.

1/m 1/0.8
Te cr* = (E) = 0,8 = 1,64
: Bi 0,54

Que el radio critico adimensional sea mayor que 1 significa que el radio que maxi-
miza las pérdidas de calor es mayor que el radio de la tuberia, lo que implica que
hay un espesor del aislante que maximiza el flujo de calor.

El radio critico se puede calcular como:

Te.cr = Te.cr* Ty = 1764 . 071
Te.cr = 0,164 m

Por lo tanto, teniendo en cuenta que el radio de la tuberia es 0,1 m, el espesor de
aislante que maximiza el flujo de calor es en este caso 0,064 m (6,4 cm).
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Apartado 15

Con los numeros de Reynolds obtenidos en el apartado anterior los coeficientes
para la ecuacion de Hilpert ya no son validos, en este caso habria que usar los
siguientes coeficientes:

Para Reynolds desde 40 a 4000 — C =0,683 y m = 0,466

Utilizando estos coeficientes se obtiene un coeficiente de pelicula h. y h; del orden
de 1 y 1,5 respectivamente y un ntimero de Biot igual a 1,54. Estos resultados
expresados de esta forma parecen no diferir demasiado en los calculados con los
coeficientes erréneos, sin embargo, cuando se calcula la temperatura exterior del
aislante y el radio critico los resultados cambian drasticamente.

La temperatura exterior en este caso es del orden de 215°C unos 100°C menos
que antes y para el caso del radio critico, estamos en condiciones similares a la del
apartado 13, es decir el radio critico adimensional r¢ ..*, es menor que 1 y por lo
tanto cualquier espesor de aislante que utilicemos disminuira el flujo de calor.

Por otra parte la ecuacion de Hilpert es vilida para problemas donde el mecanismo
dominante es el de convecciéon forzada, sin embargo, hay que preguntarse en este
caso concreto, donde la velocidad del aire es tan baja, si es este el mecanismo
dominante, o si por el contrario, es la conveccion natural la que domina. Para ello
existe un estimador definido como Gr/Re?, donde Gr es el nimero de Grashoft.
Si este cociente tiene un valor mayor que uno el mecanismo dominante es el de
conveccién natural.

Para estimar este parametro se calculara el nimero de Grashof de acuerdo a su
definicion.

:g'B'ch’(Te*Too)

.2
Vai

Gr

Asumiendo que la temperatura de la pared del aislante es 215°C, que es la tem-
peratura que obtendriamos si se usaran los coeficientes correctos en la ecuacion
de Hilpert y § es el coeficiente de expansion térmica, que se puede calcular para
el aire como 1/T (la temperatura en Kelvin). La longitud caracteristica en este
caso es el didmetro exterior.

Cg-d’ (T, —Ty)  98-04°- (215 — 30)

G =
' Too - Vai 303 - (1,6 - 10-5)2

= 1,496 - 10°

Calculando ahora el estimador Gr/Re?.
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9
G7r2 _ 1,496 - ;0 — 9574
Re 1250

Teniendo en cuenta que este nimero es mucho mayor que 1, el fen6meno dominante
es la conveccién natural, por lo tanto, el niimero de Nusselt habria que estimarlo
con alguna correlaciéon mas apropiada a las nuevas condiciones del problema, como
las propuestas por Churchill y Chu o Morgan.
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Transferencia de calor en
superficies extendidas






4.1 Cilindro de motor con aletas

4.1 Cilindro de motor con aletas

El cilindro del motor de un UAV esta construido de aleacion de aluminio 2024-T6.
Su altura es de H = 0,15 m y el radio exterior es Rc = 25 mm. En condiciones de
operacion tipicas la temperatura de la superficie exterior del cilindro es de 500 K y
la temperatura del aire ambiente T, = 300 K, con un coeficiente de pelicula de h =
50 W/m? - K. El cilindro incorpora aletas anulares para incrementar la cantidad
de calor transferida. Considérese que el cilindro tiene cinco aletas equiespaciadas
(como se muestra en la figura) de espesor ¢ = 6 mm y radio exterior Ra = 25 mm.

|

|

i Conductividad del aluminio:

* o k=18 W/m K

| If Suponer:

. Condiciones estacionarias.

! Flujo de calor unidimensional en la aleta.
|

Ty T. Coeficiente de pelicula h es constante
v (con y sin aletas).
Re ‘
Ra !

Se pide:

1. Calcular el flujo de calor por unidad de tiempo transferido por la superficie
del cilindro en el caso de que no hubiera aletas

2. Hallar el rendimiento global de la superficie aletada

3. Calcular el incremento en el calor transferido debido a las aletas.

Apartado 1

El flujo de calor por unidad de tiempo transferido por la superficie del cilindro
cuando no hay aletas es el transferido cor conveccion entre la pared del cilindro al
aire circundante.

G=h-A- (T, — Ts)

Donde A es el area de transferencia de calor A=2-7- Ra- H.
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Sustituyendo A y reemplazando valores se obtiene:

G=h-2-7m-Ra-H (T — Ts)

¢="50-2-m7-0,025-0,15- (500 — 200) = 235,6 W

Apartado 2

El rendimiento global de una superficie aletada se define como:

Aaea

Donde Agjetq es el area de transferencia de calor de todas las aletas, Aror es el
area total (aletas mas area libre entre aletas) y 7, es el rendimiento de una aleta
individual.

Se procedera a continuacion con el calculo de cada uno de los términos para luego
poder calcular el rendimiento global de la superficie aleteada.

Area de aletas:
Agleta = Ny - [2-77-(Ra2—R62)+2~7T-Ra~ﬂ
Siendo N, el numero de aletas. Reemplazando valores, se obtiene:
Aateta =5 [2- 7+ (0,045% — 0,025%) + 2 - 7 - 0,045 - 0,006] = 0,0525 m?
Area total:
Aror = Aaleta + 27+ Re- Hgin aletas

Siendo Hgin aietas = H — (N, - t) €l espacio libre total. Reemplazando valores, se
obtiene:

Aror =0,0525 +2 - 70,025 - (0,15 — (5 -0,006) = 0,0714 m?



4.1 Cilindro de motor con aletas

Rendimiento de la aleta:

Para este caso, aleta anular de seccion transversal constante, la ecuaciéon para el
calculo de 7, es:

= 2ora/m Ka(mem) Di(mree) = Ti(mr) - Ko(m o)
o2 =2 Io(mer) - Ki(m-rae) — Ko(m-ri) - Li(m - ra.)

Donde K e I son funciones de Bessel modificadas de orden 0 y 1. Los valores de
r1, T2 ¥ m, se pueden calcular siguiendo la nomenclatura de la siguiente figura.

m=+/2-h/k-t=/2-50/186-0,006 = 9,47
Foe = 19 4+ 1/2 = 0,045 + 0,006/2 = 0,048
r1 = 0,025

m - r; = 0,0568

m - ro. = 0,4544

Con los parametros obtenidos, se hallan los valores de las funciones de Bessel.

Ko(m - 11) = Ko(0,0568) = 1,59 Io(m - 11) = I,(0,0568) = 1,01
Ky(m-r1) = K1(0,0568) = 3,98 Ii(m-ry) = 1,(0,0568) = 0,12
Ky(m - re) = K1(0,4544) = 1,87 Ii(m - ra) = 1,(0,0568) = 0,23

Reemplazando valores en la ecuacién del rendimiento de la aleta, se obtiene:

2-0,025/9.47 3,980,223 —0,12-187
T]a B 070482 — 070252 1701 . 1787 _ 1759 . 0’23 - 0,9786

Con el rendimiento de una aleta y las areas ya calculada se obtiene el rendimiento
global (74) de la superficie aleteada.

0,0525
0,0714

. Aaleta
Aror

ng=1- [(1 —7a) ] =1- [(1 —0,9786) - = 0,9842
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Apartado 3

Finalmente el flujo de calor cuando se considera el cilindro con las aletas se pue-
de expresar de la misma forma que en el apartado 1, con la diferencia que el
area de transferencia es el area total incluidas las aletas Aror, ponderada por el
rendimiento global n, de la superficie aleteada.

Gg=h-Aror -ng- (T, — Tx)
Reemplazando los valores obtenidos en el apartado anterior:
G =50-0,0714 -0,9842 - (500 — 300) = 702,7 W

Como puede observarse el flujo de calor se ha incrementado en un factor de 3
respecto al caso del cilindro sin aletas.



4.2 Distribucion de temperatura en una aleta rectangular

4.2 Distribucién de temperatura en una aleta
rectangular

Se supone una aleta de seccion rectangular de un material con conductividad
térmica k que soporta un flujo térmico en direccién longitudinal e intercambia
calor con el fluido ambiente con un coeficiente de pelicula h. Se asume que la
distribucién de temperatura transversal a la aleta en cualquier seccion x se puede
aproximar por una ecuacion de la forma (ver figura para la nomenclatura):

Ty = Two) _ (y)2
T(z,2) = T(a,0) z

Se pide:

1. Determinar el gradiente de temperatura transversal (d1{,,,)/dy), particulari-
zado para y = z y escribir una expresion para determinar el flujo de calor por
unidad de &rea transmitida por conduccion en la superficie y en la direcciéon
del eje y, en funcion de T(, ) y T(z0)-

2. Haciendo uso de la ley de Fourier y la ley de enfriamiento de Newton iden-
tificar que parametros controlan el cociente:

T(.r,z) T

Es decir, el salto transversal de temperatura en la aleta respecto del salto de
temperatura con el fluido ambiente.

3. Cémo deben modificarse los parametros identificados en el apartado ante-
rior para que el salto de temperatura en sentido transversal sea pequeno
comparado con el salto de temperatura entre la aleta y el fluido.
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4. Particularizar el valor del cociente del apartado 2 para el caso de h =
50 W/m? - K y z = 1 cm, considerando la aleta de dos materiales diferentes:

Aluminio: k4 =237 W/m - K
Acero Inoxidable: k4 = 15 W/m - K

5. Con la hipotesis de aleta infinitamente larga, determinar una expresion para
el gradiente de temperatura en sentido longitudinal en el eje de la aleta
(dT{y,0y/dx), en funcion de T(, ) ¥ Too. Comprobar que el gradiente maximo
ocurre en la base de la aleta y es nulo en el extremo.

6. Determinar el cociente entre el gradiente de temperatura longitudinal en
el eje de la aleta obtenido en el apartado 5 y el gradiente de temperatura
transversal en la superficie de la aleta obtenido en el apartado 1. Considerar
que el ancho de la aleta es w > z.

7. Demostrar que el cociente obtenido en el apartado 5 no depende de la lon-
gitud x a la que se evalia si aceptamos que:

T(:v,()) —Tw -~
Ta,2) — Too

8. Determinar una expresiéon para el rendimiento de una aleta con la hipétesis
de aleta infinitamente larga con w > z en funcién del nimero adimensional
obtenido en el apartado anterior.

Apartado 1

A partir de la distribucion de temperatura transversal dada en el enunciado, se
puede obtener:

LTy = Two) _ (y)Q
T(z,2) = Tiw,0) z

Y 2
Taw) = (£) " (T = Tw0) + T

z
Derivando respecto a y, se obtiene el gradiente de temperatura transversal.

ATay) _2-y

iy~ 2 TesTeo)
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Particularizando para y = z se obtiene:

ATy | 2
dy z

Y=z

(Tias) = Tw,0))

Aplicando la ecuacién de Fourier en la direccion del eje y, se obtiene el flujo de
calor por unidad de superficie.

: ATz y)
Qy.cond = -k ——
Y dy
. 2-
Gy.cond = =k - 7;/ T2y = Tw0)

Particularizado para y = z, es decir, para la superficie de la aleta, el flujo de calor
por conduccion por unidad de superficie es:

. 2
Qy.cond = —k- ; : (T(m,z) - T(ZL’,O))

Apartado 2

En el apartado anterior se ha calculado el flujo de calor por conduccion a partir
de la ley de Fourier, que se puede expresar de la siguiente forma:

, P
Qy.cond = k- ; . (T(:LO) - T(I,Z))

Este flujo de calor debe ser igual al flujo de calor intercambiado por conveccion en
la superficie, que se puede calcular a partir de la ley de enfriamiento de Newton.

Qy.conv =h- (T(Lz) - Too)
Igualando ambas ecuaciones se obtiene:
2
ke (T = Tia) = he (Tas) = To)

De esta igualdad se obtiene el cociente que caracteriza el salto transversal de
temperatura en la aleta respecto del salto de temperatura con el fluido ambiente.
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(Two) = Tws) _ 1 h-z
(Tom —To) 2 K

Donde el término de la derecha es el nimero de Biot, si consideramos como longitud
caracteristica la mitad del espesor de la aleta.
h-z
Bi=—
k
Por tanto la expresion del salto de temperaturas queda sélo en funcién del nimero
de Biot del problema:

(Two) ~ Tlwr))  Bi

(T —Tos) 2

Apartado 3

Para que el cociente obtenido en el apartado anterior sea pequeno, es decir, el salto
de temperaturas en el interior de la aleta es pequeno comparado con el salto de
temperatura entre la aleta y el fluido, el niimero de Biot del problema debe ser lo
mas bajo posible.

Un niimero de Biot bajo se obtiene cuando:

= El coeficiente de pelicula h es bajo, sin embargo en la préctica este valor
viene condicionado por las condiciones del problema y es dificil actuar sobre
él.

= El espesor de la aleta 2z es pequeno, este es un pardmetro a tener en cuenta
cuando se disenan las aletas para un determinado problema.

= La conductividad térmica del material k es grande. Se deben usar materiales
que cumplan con esta condicién.

Apartado 4

Reemplazando valores para el aluminio y el acero inoxidable en la ecuacién obte-
nida en el apartado 2 se obtienen los siguientes valores:
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Aluminio:

Acero inoxidable:

(Two) = Twr) _ 1 1
(T(x’z) - Too) 2k 2 15

(Tw0) = Ta )

_ .10—2
(T(a:,z) - Too) =1,66-10

Como se observa el valor del cociente es menor cuando se utiliza un material
con mejor conductividad, sin embargo, en ambos casos se puede considerar que el
salto de temperaturas en el interior de la aleta es despreciable respecto al salto de
temperaturas entre la aleta y el fluido.

Apartado 5

Para una aleta infinitamente larga la distribucion de temperatura a lo largo del
eje de la aleta se puede obtener a partir de la ecuaciéon siguiente:

mx

e(m,O) =0y-e

Donde: 9(9:,0) = T(:z,O) — Too 3 91, = Tb — Too ;. m = \/h . P/k‘ -A
Siendo: P el perimetro y A el area transversal de la aleta.

Por tanto de la ecuacion anterior se puede obtener la distribucién de temperatura
en el eje como:

T(z,O) = (Tb — Too) e ™ 4+ T

Derivando esta expresion respecto a x se puede obtener el gradiente de temperatura
en sentido longitudinal en el eje de la aleta (y = 0).
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dT(x,O)

:T—T . _7TL$._
L (T, — T} - €™ - (=)

y=0

Teniendo en cuenta la ecuacién del campo de temperaturas, el gradiente de tem-
peraturas longitudinal se puede escribir como:

ATz 0
) —0(x) - (—
i |, (@) (=m)
dT(z,0)
ad CEUN P Tio0) — Too
|, " (Tiw0) = To)

Teniendo en cuenta que el valor de m es constante para un problema dado, se
puede concluir que:

= Para x = 0, la temperatura en este punto es la temperatura de la base
T(0,0) = Tp, y por lo tanto el gradiente serd maximo.

= Para z = L, la temperatura en este punto es la temperatura del fluido (con-
dicién de aleta infinitamente larga) 7{1, o) = Too, y por lo tanto el gradiente
sera nulo.

Apartado 6

El gradiente longitudinal, para y = 0, obtenido en el apartado anterior y el gra-
diente transversal caracterizado para y = z, obtenido en el apartado 1 se expresan
como:

dT(w 0)
(=0 — —m (Ton — T
o (Ttw.0) = Toc)
AT (zy)
@y =2 (T o =T
1y |,_. " "z (Ttw.0) = Tw.2))

Haciendo el cociente entre ambos se obtiene:

T
éf'O) y=0 _ z-m . (T(:E,O) - Too) _ zZ - h- P/k/’ -A ] (T(:D,O) — Too)
Do 2 (Two) — Tan) 2 (Ttw,0) — T,z

Y=z
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El perimetro P y el area transversal de la aleta A se pueden calcular como:
P=2-2-z4w) y A=2-z-w
Haciendo el cociente P/A y teniendo en cuenta que w > z, se obtiene:

P 2 1 1
— =4I xZ
w z z

Reemplazando P/A en la ecuacion del gradiente y operando convenientemente, se
obtiene:

dT(,
w2 lo VR ek (Tag) — To)
dT(r v) ’y B o 2 (T(Q:,O) - T(%Z))
dT(T 0)

’y 0 \/E (T(%O) _TOO)

dT(z v) |y ] 2 (Tao) — Tte)

Apartado 7

De la expresion obtenida en el apartado 2, se puede obtener:

(Tw0) = Tw2)) = (Tiae) = Too) - 5

Reemplazando en el cociente obtenido en el apartado anterior.

T(T 0

’y 0 VBi 2 (T(%O)_TOO)

dT<1y>|y ] 2 Bi (Ti.) —Tx)

Operando y teniendo en cuenta que el cociente de temperaturas se puede considerar
igual a 1 de acuerdo con el enunciado.

T<w 0
|y 0o 1
dT(m‘y) \/Bi
dy y=z
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Por tanto el cociente entre el gradiente longitudinal y el gradiente transversal de
temperatura sélo depende del nimero de Biot.

En la medida que el namero de Biot sea pequeno el cociente sera grande, lo que
significa que el gradiente longitudinal es mucho mayor que el gradiente transversal
en la aleta. Esto sostiene la hipotesis de considerar flujo de calor unidimensional
sblo en la direccién del eje longitudinal de la aleta.

Apartado 8

Para una aleta infinitamente larga el flujo de calor de la aleta se puede obtener a
partir de la ecuacién siguiente:

q.aleta = qsin.aleta : (m . k/h) =h- 9b CA- (m . k/h)

A partir de la definicion del rendimiento de una aleta se puede expresar:

q.aleta _ h- eb : (m ) k/h)

Qaleta.ideal h - 01; . S

m-k

nl

7’ =
Donde A es el area transversal de la aleta y S es toda la superficie de la aleta.

A=2-w-z
S=P-L=4-24+2-w)-L

Si se acepta que w > z, la expresion de la superficie de la aleta queda:

Reemplazando en la ecuacién del rendimiento.

2wz m~k_i m-k
2.w-L h L h
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4.2 Distribucion de temperatura en una aleta rectangular

Reemplazando el valor de m y el cociente de P/A obtenido en el apartado 6.

h P h .
Fhok -k

_Z
=1 h

Operando convenientemente se puede obtener:

Expresion equivalente a la que se encuentra en los libros de texto.

z 1 1

"L UB m-L

Como se observa en la ecuacion si la longitud de la aleta L es demasiado grande
el rendimiento tiende a cero. Sin embargo, esta ecuacién no tiene sentido si L es
pequenia (podria dar valores mayores que 1) ya que la temperatura en el extremo
de la aleta no se puede considerar la del fluido y por lo tanto la expresiéon para
calcular el flujo de calor utilizada al comienzo de este apartado no es la adecuada.
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4.3 Alabe de una turbina de gas

Un alabe que forma parte de un rotor de una turbina de gas esta expuesto a una
corriente de productos de la combustién con una temperatura T, = 1200°C y una
velocidad ue, = 200 m/s.

L)

—

El alabe esquematizado en la figura, tiene las siguientes dimensiones geométricas:

Altura del alabe: L=0,06m
Perimetro del alabe: P=022m
Cuerda del alabe: L.=0,1m
Seccion lateral expuesta: Ap=L-P=0,011m?

Seccion transversal del dlabe: A = 0,0006 m?

Las condiciones termodinamicas y las propiedades del fluido se consideran cons-
tantes y tienen los siguientes valores:

T, = 1200°C koo = 0,1 W/m-K
Poo = 1,66 kg/m? Voo = 0,24 - 1072 m?/s
Pr = 0,685

Primera parte

En esta primera parte suponemos que la temperatura del dlabe T}, es constante e
igual a 850°C y asimilamos el 4labe a una placa plana de dimensiones L. - L (m?).

Se pide:

1. En ensayos aerodinamicos se ha obtenido para este tipo de alabe un coefi-
ciente de friccion Cy = 0,005. A partir de la analogia de Chilton-Colburn
estimar el valor del nimero de Nusselt, tomando la cuerda del dlabe como
dimension caracteristica (Nur..cc).



4.8 Alabe de una turbina de gas

2. Determinar el valor del coeficiente de pelicula hoe.

3. Ala vista del ntimero de Reynoldsd (Rep.) empleado en el apartado 1, decidir
si la capa limite desarrollada en el dlabe es laminar en todo L., o bien se
transforma en turbulenta.

4. De acuerdo con la contestacion al apartado 3, elegir una correlacién empirica
0 ecuacion teorica para estimar el valor de Nuy,.. y del coeficiente de pelicula
h. Comparar con los valores obtenidos en los aparado 1 y 2. Comentar la
analogia/diferencia en el resultado.

5. Determinar el calor intercambiado entre el gas y el 4labe ¢ [W] y el calor
intercambiado por unidad de superficie ¢/A;, [W/m?] utilizando los valores
obtenidos en el apartado 4.

6. Rellenar una tabla como la que aparece a continuacion, justificando los va-
lores obtenidos o el procedimiento para obtenerlos, y compararlos con los
datos obtenidos en los apartados 4 y 5.

Re ReLC h q q/AL

Uso T 20%

I.120%

Uoo T20% y L. L 20%
(Too — 1) 120%

Nota: Cuando modificamos la longitud L., la longitud L y el perimetro P se
modifican en la misma proporcion (semejanza geométrica)

Segunda parte

En esta segunda parte del ejercicio no suponemos la temperatura del dlabe cons-
tante y no asimilamos el alabe a una placa plana. Se considera como una aleta de
seccion constante. Emplear el coeficiente de pelicula del apartado 4.

7. Suponiendo que el alabe esta fabricado de Inconel con una conductividad
térmica k = 20 W/m - K y que el rotor estd diseiado con un sistema de
refrigeracién que garantiza que la temperatura en la base del alabe es de
T(b) = 300°C, comprobar si la temperatura del dlabe T'(L) no supera los
1100°C, que es la temperatura méxima admisible para este material y esta
aplicaciéon. Comentar el resultado obtenido. Suponer el dlabe como una aleta
de extremo adiabéatico.

8. Con las hipotesis del apartado anterior, determinar el flujo de calor evacuado
por el sistema de refrigeracion del alabe.

9. Determinar la cantidad de calor que se intercambia por conveccién por el
extremo del alabe suponiendo que el valor de h es el obtenido en el apartado
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4 y T(L) la obtenida en el apartado 7. Comparar el valor obtenido con el
valor de calor total evacuado obtenido en el apartado anterior y discutir la
validez de la hipoétesis de extremo adiabatico realizada en el apartado 7.

10. Demostrar que el flujo de calor total intercambiado por el fluido y el alabe
obtenido en el apartado 8 coincide esencialmente con el obtenido con una
expresion de la forma:

q.:h'AL'(Too_Tp)

Tomando una definicion adecuada del valor de la temperatura media de la
pared T}, del alabe.

Estimar el error cometido si adoptamos para Tp un valor sencillo como
[T(L) +T(b)]/2.

Apartado 1

La analogia de Chilton-Colburn permite estimar el ntimero de Nusselt en condi-

ciones laminares. Dicha analogia establece que:

Nu:%-Re-Prl/B

Se debe calcular el nimero de Reynolds para la condiciones del problema, utili-
zando como longitud caracteristica la cuerda del dlabe L¢.

Uoo - Lo 200-0,1

Re=— — =021.10

= 83333,3

Reemplazando valores en la analogia de Chilton-Colburn, se obtiene:

0,005
Nu = T - 83333,3 - 0,685'/% = 183,65

Apartado 2

El coeficiente de pelicula h se puede hallar a partir de la definicién del namero de
Nusselt.

Nu - ks
= h=—=
koo L¢
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183,65 0,1

_ 2,
h = 01 = 183,65 W/m” - K

Apartado 3

Para placas planas se establece que existe flujo laminar para valores de numero
de Reynolds menores de 10° y se puede considerar flujo turbulento para Reynolds
mayores de 108. Para valores intermedios de niimero de Reynolds el flujo se puede
considerar mixto laminar /turbulento.

Para el caso de este problema Re = 8,3-10% < 10° se puede considerar que la capa
limite desarrollada en el alabe es laminar en todo L.

Apartado 4

Teniendo en cuenta que el flujo es laminar la correlacién que se puede utilizar es:
Nu = 0,664 - Re®® - Pr'/3
Reemplazando valores se obtiene:
Nu = 0,664 - 83333,3%° . 0,685'/% = 168,97

A partir del namero de Nusselt se despeja el valor de h.

Nu = =
u e = h To
1 -0,1
h— % — 168,97 W/m? - K

Apartado 5

Suponiendo la temperatura del alabe (placa) constante e igual a 850°C, el flujo de
calor se puede calcular, de acuerdo a la ley de Newton del enfriamiento.

G=h-Ap-AT

Donde el area es el area lateral expuesta Ay y las temperaturas son la de la
corriente del gas T, y la temperatura de la pared T,.
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g=h-Ap- (To —Tp) = 168,97 - 0,011 - (1200 — 850)

§ = 6505 W

Siendo el flujo por unidad de area:

Ai = h (T — T,) = 168,97 - (1200 — 850)
L
q 2
1~ 59139,5 W/m
Ap

Apartado 6

Para completar la tabla hay que recalcular los valores en los apartados 4 y 5,
teniendo en cuenta el efecto de la variacion del parametro propuesto.

= Incremento de la velocidad us 1 20% (240 m/s)

Un incremento en la velocidad solo tiene un efecto directo sobre el ntimero
de Reynolds, incrementando este en la misma proporcién, por tanto se debe
recalcular el ntiimero de Reynolds y a partir de ahi el resto de parametros a
evaluar.

Uso - Lo 240-0,1

Re=—— =021.10

= 100000

Nu = 0,664 - Re”® - Re'/? = 0,664 - 100000 - 0,685'/3 = 185,10

_ Nu-ke  185,10-0,1

h =
Lo 0,1

=185,1 W/m? - K
G=h-Ar - (Too —Tp) = 185,1-0,011 - (1200 — 850) = 712,6 W

L = h(Te —T,) = 185,1 - (1200 — 850) = 64783,8 W /m?
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= Disminucion de la cuerda del alabe Le J 20 % (0,08 m)

Una disminucién en la cuerda del alabe tiene influencia sobre todas las otras
magnitudes geométricas, ademés del ntiimero de Reynolds y el resto de pa-
rametros, ya que cambia la longitud caracteristica del problema.

La longitud y el perimetro del alabe ahora son ahora el 20 % mé&s pequeiios,
L=0,04my P =0,176 m, y por tanto el area lateral expuesta sera:

Ap=L-P=0,04-0,176 =7,04- 1073 m?

El resto de parametros se pueden calcular con los nuevos datos geométricos,
con lo que se obtiene:

s Lo 200-0,08
Re = === = o015 = 06666,7

Nu = 0,664 - Re”® - Re'/? = 0,664 - 66666,7°° - 0,685'/3 = 151,13

_ Nu-ko  151,13-0,1

h -
Lo 0,08

=188,91 W/m? - K

G=h-Ap-(Ts —T,) = 188,91 -7,04- 10~ - (1200 — 850) = 465,5 W

% = h (Toe — Tp) = 188,91 - (1200 — 850) = 66119,7 W /m?
L

= Incremento de la velocidad us 120 % (240 m/s) y disminucion de la cuerda
del alabe Lo | 20% (0,08 m)

Para evaluar los parametros en este caso utilizamos los valores geométricos
obtenidos en el apartado anterior.

U - Lo 240-0,08
Re = = =€ = 105 — 50000

Nu = 0,664 - Re® - Re'/? = 0,664 - 80000°° - 0,685'/% = 165,56

_ Nu-ko 165,56 - 0,1

h -
Lo 0,08

= 206,94 W/m? - K
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G=h-Ap - (Toe —T,) = 206,94-7,04- 1073 - (1200 — 850) = 509,9 W

Ai = h (T — T,) = 206,94 - (1200 — 850) = 72429,0 W /m>
L

» Aumento de (T — T}p) 120% (Too — Tp) = 420°C

Un incremento de la diferencia de temperaturas entre el gas y la pared despre-
ciando el efecto que puede tener sobre las propiedades del gas, s6lo afectara
a los flujos térmicos. Por tanto el nimero de Reynolds, el de Nusselt y el
coeficiente de pelicula pueden considerarse invariantes.

G=h-Ap - (Te —T,) = 168,97 - 0,011 - 420 = 780,6 W

Ai = h - (Tos — Tp) = 168,97 - 420 = 79067,4 W /m>
L

A continuacion se presenta la tabla a modo de resumen mostrando las variaciones
de los parametros de forma porcentual, respecto al caso original.

Re Rerc h q q/AL
Uso T 20 % 1 20% | 1 95% T 95% T 95% T 95%
L.120% 1 20% |} 10,6% |+ 11,8% | | 284% | + 11,8%
Uoo T20% vy Le 1 20% | | 4% 1 2% T 225% | ) 216% | T 225%
(Too — T,) 120% oo | e e | 120% | 1 20%
Apartado 7

Suponiendo ahora que el 4dlabe se puede considerar como una aleta con un extremo
adiabatico, de acuerdo con la literatura la distribucién de temperatura a lo largo
del alabe se puede calcular como:

cosh[m - (L — )]
cosh [m - L]

9(.%) = 9}, .



4.8 Alabe de una turbina de gas

El parametro m de la ecuacién anterior se define como:

h-P 168,97 022
M=\ a =\ 2000006 200

Siendo, h el coeficiente de pelicula calculado en el apartado 4, k la conductividad
térmica del inconel, P el perimetro y A la seccién transversal del alabe.

Caracterizando ahora la ecuacién de distribuciéon de temperaturas para x = L se
puede obtener la temperatura en el extremo del alabe.

Para z = L = 0,05 m:

0y = To — Ty, = 1200 — 300 = 900°C
cosh[m - (L —x)] =cosh[0] =1

cosh [m - L] = cosh [55,66 - 0,05] = 8,114
Reemplazando valores en la ecuaciéon de distribucion de temperatura:

cosh[m - (L — )] — 900.# = 110,92

O(L) =Too — T(L) = 0y -
(L) (L) =0, cosh [m - L] 8,114

Se puede calcular la temperatura en el extremo del alabe T'(L) como:
T(L) =To — 60(L) = 1200 — 110,92 = 1089,08°C

Como puede verse la temperatura en el extremo del alabe no supera los 1100°C,
méximo admisible para el material empleado.

Apartado 8

El flujo de calor para una aleta con extremo adiabéatico se puede calcular como:

Gatabe = Vh-P-k-A-0,-tanh [m - L]
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Reemplazando valores en la ecuacién:

Galabe = /168,97 - 0,22 20 - 0,0006 - 900 - tanh [55,66 - 0,05]

(jdlabe = 601,10 - tanh [55,66 . 0705}

Qélabe = 59675 W

Apartado 9

La cantidad de calor que el 4labe puede intercambiar por el extremo se puede calcu-
lar aplicando la ley del enfriamiento de Newton a la seccion del dlabe considerando
como temperatura de la pared la calculada en el apartado 7.

Geatremo = h - A+ (T — T(L)) = 168,97 - 0,0006 - (1200 — 1089,08)

(jeactremo = 11,25 w

De acuerdo al resultado obtenido se puede considerar como valida la suposicion
de extremo adiabatico, ya que el calor intercambiado por el extremo representa
menos del 2% del calor intercambiado por el alabe (resultado del apartado 8).

Apartado 10

La forma de hallar una temperatura media Tp es hacer la integral de la distribucion
de temperatura, ponderada para la longitud del &labe.

L (L —
@:l./o 9b.cosi10[;7};‘[w(1’?L} IS

Haciendo un cambio de variables.

y=(L-2z) ; dy=—dzx



4.8 Alabe de una turbina de gas

Definiendo los limites de integracion.
xr=0 = y=1L
r=L = y=0

La ecuacion de 6(z) queda como:

— 1 0 cosh [m - y] 1 L cosh [m - y]
H(x)—Z/L 9b.cosh[m~L] -—dy—z~/0 0b.cosh[m~L] dy

Sacando fuera de la integral los términos que no depende de la variable y.

T =1 gt [Ccomimo)
YT cosh[m-L] J, costim -yl- oy
Integrando.
L
— 1 Op senh [m - y]
O(x)=—"- .
L cosh[m- L] m 0
O(z) = ! i [senh [m - L] — senh [m - 0]]
~ m-L cosh[m-L]
0(z) o tanh [m - L]
m.
Reemplazando valores.
03] = (Too —T5) = — 0 tanh 55,66 - 0,05] = 320,9
T Ve T P T EE 66 - 0,05 A

Tp =T — 6(x) = 1200 — 320,9 = 879,1°C
Con este valor de temperatura media se calcula el calor intercambiado por el alabe.
Gatabe = h - Ap - (Too — Tp) = 168,97 - 0,011 - (1200 — 879,1) = 596,5 W

Valor que coincide con el calculado en el apartado 8.
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Si ahora se utiliza una definicion de la temperatura media como la media aritmética
de las temperaturas extremas y se calcula el calor transferido por el alabe.

——  T(L)+T(b) _ 1089,1+ 300

Tp = = 694,5°
> 5 5 694,5°C

Gatabe = h - Ap - (Too — Tp) = 168,9 - 0,011 - (1200 — 694,5) = 939,5 W

Como puede observarse el error cometido al hacer esta aproximacién puede ser del
orden del 50 % del calor real intercambiado. Esto se debe a que la variacion de la
temperatura no es lineal con la longitud del alabe.
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5.1 Enfriamiento del papel de aluminio

5.1 Enfriamiento del papel de aluminio

Al retirar del horno una bandeja cubierta de papel de aluminio de espesor e =
0,1 mm, éste se encuentra a una temperatura de 200°C.

Se pide:

1. Calcular el tiempo necesario para que el papel de aluminio alcance una tem-
peratura de 40°C cuando se pone en contacto con aire ambiente a 20°C. El
coeficiente de conveccion es h = 80 W/m? - K.

2. Si se coge el papel de aluminio con los dedos (T; = 37°C) estando dentro del
horno, es decir, antes de que comience a enfriarse, calcular el incremento de
temperatura que produce en los dedos el enfriamiento del papel de aluminio.

Propiedades fisicas del aluminio:

ko =177 W/m - K Cpa =875 J/kg - K par = 2770 kg/m>

Propiedades fisicas de los dedos similar a las del agua (el cuerpo humano es 72 %
agua):

kg=062W/m-K  Cpy=4180 J/kg-K  pg = 996 kg/m3

Apartado 1

Primero se calcula el namero de Biot del problema para poder definir si se puede
aplicar el método de la resistencia interna despreciable. Como longitud caracte-
ristica se toma la relaciéon volumen/area, que para este caso es el espesor e del
aluminio.

_h-L. 80-0,1-1073
 ka 177

Bi

Bi=4,52-107°

Con este valor de namero de Biot mucho menor que 0,1 se puede considerar como
valido el considerar que la distribucién de temperatura en el aluminio es homogé-
nea.

Para este problema el tiempo caracteristico 7 se puede calcular como:

par-Cpa V2770875 s
— fal Zlal T _ 2T TY 011 —
T ; 0 0,1-10 3,03 s
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La variacién de temperatura con el tiempo para un problema donde se puede
considerar la resistencia interna despreciable se puede calcular como:

z _ T(t) - TOO _ e*t/T

0o i — Too

A partir de esta ecuacion se puede calcular el tiempo t necesario para alcanzar la
temperatura T'(t) = 40°C.

T(t)—Too 40 — 20
t—_lnv'T—_ln<2OO2O> 3,03

t =6,66 s

Apartado 2

El esquema simplificado para el anélisis del problema es el siguiente:

e
El aluminio es un prisma rectangular de 1-1-0,01 cm.
—— Los dedos los consideramos como dos cubos de 1 cm
37°C de lado.

Para poder realizar el calculo se deberan hacer unas hipotesis que permitan calcular
una temperatura del aluminio T,; en el estado estacionario del problema.

= Cuando se toca con los dedos hay un flujo
de calor hacia los dedos (¢1) que enfria el

37°C papel aluminio. )
Lz L5 41:2'A1'L7d'(Tal*Td)
T '
K ]| ,:‘, l :.{I Ch/‘ = Suponiendo que el resto del papel de alu-
TEE minio se mantiene a 200°C, habra un flujo
de calor (¢2) en direccién perpendicular al
= anterior.
— 9. Ay P 1)
q2 2 L1/2 % al
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Igualando estos dos flujos de calor podremos hallar la temperatura a la que estaria
la porcién de papel de aluminio entre los dedos en estado estacionario.

Fa
Ly

k
(Tor = Ta) =2+ Ay - 2 - (T; = T)

2.4
! L,/2

Ti—Ta  Ay-kg 1

Tu—Ti  Ag-ka 2

Las areas (A; y As) se calculan como: A; = 1-1 =1cm? y 43 = 1-0,01 = 0,01 cm?.
Reemplazando valores en la ecuacién anterior:

T,— Ty  1-107%.0,62

1
= .= =0,175
Tw —Ty, 001-10-%-177 2

Por lo tanto el valor de la temperatura de equilibrio del aluminio es:

o _ Tit (Ta-0175) _ 220 + (37-0,175)
T T 4+0175)  (1+0,175)

To = 175,7°C

Con la temperatura obtenida se realiza un balance de energia de la siguiente forma:
el calor cedido por el aluminio en contacto con los dedos al enfriarse desde 175,7°C
hasta la temperatura de los dedos, es igual al calor que reciben los dedos. De este
balance se podra despejar el incremento de temperatura en los dedos.

Mal - Cpat - (Tiat — Tr.al) = Mmaq - Cpa - (Tia—Th.qa)

mal'cpal
ATy =Tiqg—Tpa) = ——— Liai —Tta
d ( .d f.d) md'de ( .al f. l)
Val'pal’cpal
ATy = ——————  (Tja1 — Tt.q
7 Va-pa- Cpa Tiat = Tr.at)

Reemplazando valores se obtiene:

_1-107%-2770- 875
~ 21076996 - 4180

ATy - (175,7 — 37) = 0,4°C
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Como se observa, el incremento de temperatura en los dedos es minimo y por lo
tanto no se tiene la sensacién de que el papel de aluminio esté caliente.

Nota. Se ha supuesto que la temperatura final del aluminio es la temperatura inicial
de los dedos (37°C). Esto evidentemente es un error ya que la temperatura final
del aluminio es la temperatura inicial de los dedos mas el incremento calculado.
Por lo tanto, para poder resolver correctamente el problema habria que realizar
un proceso iterativo.



5.2 Tiempo de cocinado

5.2 Tiempo de cocinado
Un cocinero curioso se hace las dos preguntas siguientes:

= Si duplico el espesor de una hamburguesa ;Cémo se modifica el tiempo de
cocinado de la hamburguesa?

= Si reduzco la temperatura inicial de la hamburguesa ;Como se modifica el
tiempo de cocinado?

Para ayudar al cocinero curioso se pide resolver lo siguiente:

1. Encontrar como se escala el tiempo de cocinado con el espesor de una ham-
burguesa aceptando las siguientes hipdtesis:

= La hamburguesa tiene un espesor 2L y esta inicialmente a una tempera-
tura T; cuando se introduce en una parrilla y sus dos caras se calientan
de igual forma, s6lo por convecciéon con un coeficiente de pelicula A
siendo la temperatura del aire Ty.

= Se considera que la hamburguesa esta cocinada cuando la temperatura
en su centro alcanza el valor Tj.

= Suponemos que el ntimero de Fourier Fo = a - t/L? es mayor que 0,2 y
que el namero de Biot es muy grande (Bi — 00).

2. Determinar y comparar los tiempos de cocinado correspondientes a:
2L =20 mm y 2L = 40 mm
Particularizar el problema para dos casos con los siguientes datos:

T, = 20°C Tp = 60°C
Ty = 100°C h = 5000 W/m? - K

Las propiedades de la hamburguesa son:

k=0,471 W/m-K p = 1090 kg/m?
Cp = 3450 J /kg - K

3. Comprobar que las hipodtesis de Bi y Fo realizadas en el apartado 1 son
aceptables.

4. Determinar una relaciéon analitica aproximada entre el tiempo de cocinado
y la temperatura inicial de la hamburguesa.
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5. Particularizar el problema para dos casos con los mismos datos del apartado
2, excepto:

2L = 20 mm
T, =20°C y T; = 5°C

6. Con los datos del apartado 2, y considerando 2L = 20 mm, determinar el
valor de la temperatura en la pared exterior de la hamburguesa al final de la
coccibn si consideramos Bi = oo o el valor del niimero de Biot real obtenido.

7. Dibujar esquemaéticamente el perfil de temperatura en el interior de la ham-
burguesa para los datos del apartado 6.

8. Para los datos del apartado 6 determinar la cantidad de calor absorbida por
la hamburguesa respecto del calor que absorberia para t — co.

Apartado 1

Si se acepta, como dice el enunciado, que Fo > 0,2 y Bi — oo, la expresion para
calcular la temperatura adimensional es:

T(x,t) — T
TR = O s (1)

Siendo C7 y &; constantes que obtienen de tablas en funciéon del ntimero de Biot:
Las condiciones para considerar la hamburguesa cocinada son que T(0,t) = Tp.
Paraz =0 = z/L=0 = cos(& - (z/L)) =1

Si ahora se consideran dos hamburguesas de espesor L4 y Lp respectivamente, que
alcanzan su cocciéon cuando la temperatura en el centro es Ty, aunque el tiempo
de cocinado para ambas sea diferente, los valores de la temperatura adimensional
para cada hamburguesa son iguales:

0o.4 =00 =

Para cada una de las hamburguesas su temperatura en el centro (6y) se puede
escribir como:

Op 4 =C - 67(512~F0A) y 0.5 = C; - e*(§12'FOB)
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Igualando ambas ecuaciones se puede escribir que:

Cy - e_(flz'FOA) =C- e_(EIZ'FOB)

Los valores de las constantes son los mismos para ambas hamburguesas ya que el
numero de Biot tiende a infinito. Por lo tanto, para que la igualdad se cumpla los
numeros de Fourier deben ser iguales.

ot ot t L >
FOAZFOB = 7;:723 = 7‘4:%
LA LB tB LB

Por lo tanto, se puede decir que el tiempo de cocinado de una hamburguesa se
escala con el cuadrado de su espesor.

Apartado 2

A partir del razonamiento realizado en el apartado anterior, se calcula la tempe-
ratura adimensional para el centro de la hamburguesa 6y, que debe ser igual para
las dos hamburguesas consideradas en este apartado.

To—T» 60-—100

T, — Ty  20—100

0o.a =b6o.B =

0o.a =008 =0,5

El niimero de Fourier lo podemos despejar de la ecuaciéon obtenida en el apartado
anterior, independientemente de que hamburguesa se esté considerando, puesto
que ambos deben ser iguales.

0 1
fpa=Cp-e @ F1) = Fo,=Fop=—In <M> s
&} S

ParaBi w00 = (7 =12732 y & = 1,5707.

0,5 1
Fos = Fop = —In( — ). _
ea= OB = (1,2732) a0~ 057
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A partir de la definiciéon del nimero de Fourier podemos calcular el tiempo de

coccion.

E a-t ~ Fo - L?
o= — =
L2 e

El valor de la difusividad térmica se calcula como:

k 0,471

= =1,2525-10"7 m?
»-Cp 1090 - 3450 m/s

o =

Reemplazando valores y caracterizando para cada uno de los espesores considera-
dos se obtiene:

_ Fous-Ls>  0,379-0,012

_ —302,5 s
p 1,2525 - 107 S

ta

_ Fop-Lp®  0,379-0,022
B T T 12525107

=1209,9 s

Apartado 3

La hipotesis hecha en el apartado 1 de que el ntimero de Fourier es mayor que 0,2
se cumple (Fo = 0,379).

Respecto al nimero de Biot, se deben calcular para cada uno de los espesores
considerados.

h-La 5000-0,01

- — 106,2
k 0,471 06,

Bijg =

h-Lp 5000 - 0,02
E 0471

Big = =212,3

Los valores obtenidos para el nimero de Biot en ambos casos son lo suficientemente
grandes para considerar que es valida la hipotesis propuesta en el apartado 1.
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Apartado 4

A partir de la expresion hallada en el apartado 2 para el nimero de Fourier,
aplicada de forma genérica.

_ oy 1 _ 1 To—Tw ) _
Fo = ln(cl) 512_ 512 |:1n(Ti_Too) IHCJ

Reemplazando en la ecuacion anterior la definicién del nimero de Fourier, se puede
hallar una expresion analitica que relaciona el tiempo de coccién con la tempera-
tura inicial de la hamburguesa.

Apartado 5

Particularizando el problema ahora para dos temperaturas iniciales distintas, se
puede calcular cuénto es el tiempo de coccidon haciendo uso de la ecuacidén anterior.

Las constantes son las mismas que se utilizaron en el apartado 2 y el espesor
2L = 0,02 m. Las temperaturas iniciales que se consideran son 20 y 5°C.

0,012 60 — 100
=20 = =155 107 157072 {n (20 - 100) - ln1’2732] =3025s
0,012 60 — 100
by = — ’ : ~1n1,2732| = 358,1
1= = 71952107 - 1,57072 [n ( 5 — 100 ) . } S
Apartado 6

Con los datos del apartado 2, y considerando 2L = 20 mm, para hallar el valor de
la temperatura hay que particularizar la solucién aproximada para x = Ly t = t.
(donde t. = 302,5 s es el tiempo de coccion calculado en los apartados anteriores).

T(x,t) — T

O(z,t) = T T 2 = ¢y e (&) L og (& (=/L))
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Parax=L =z/L=1:
T(L,t) = Too + (T; — Tso) - Cy - e~ &7 F0) L cog ()
Paraz=0 = z/L=0:
T(0,) = Too + (T — To) - Cy - e~ €7 F0)

Esta ecuacién se puede escribir de la forma siguiente:

(T(Ou t) - Too)
Cl . e‘(le'FO)

(Ti - T) =

Reemplazando esta ultima ecuaciéon en la ecuacién obtenida para z = L.
T(L,t) = Too + (T(0,t) — T - cos (&1)
Particularizando ahora para t =t. = T(0,¢) = To:
T(L,t.) =T + (To — TOO) - cos (fl)
ParaBi o0 = (7 =1,2732 y & = 1,5707:
T(L,t.) =100+ (60 — 100) - cos (1,5707) = 99,99°C

Para Bi =106,2 = C; =1,2731 y & = 1,5552:

T(L,t.) = 100 + (60 — 100) - cos (1,5552) = 99,37°C

Con la hipotesis de Bi — oo ya no hay transmision de calor por conduccion dentro
de la hamburguesa (k — 0) y no hay calor transmitido por conveccion ya que
T(L,t.) ~ Tw, por lo tanto, el AT = 0. Para el numero de Biot real, sigue
habiendo transmision de calor.
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Apartado 7

La distribucién de temperatura dentro de la hamburguesa tiene una forma como
la que se muestra en la figura 5.2.1.

T,.=100 B
T(L.tc) = 99.37°C d

i7(0.1c) = 60°C

L 0 L

Figura 5.2.1: Representacion esquemaética de la distribucién de temperatura en el inte-
rior de la hamburguesa

Por simetria axial la tangente de la curva de temperatura en el centro de la ham-
burguesa es igual a 0.

Derivando la ecuaciéon de la distribucién de temperatura en la hamburguesa y
particularizando para x = L, se puede obtener la pendiente de la curva en la
superficie de la hamburguesa.

do(zx,t)
dx

= —Cy-e &7 g sen (& (2/1))

=L

Teniendo en cuenta que parax =L =6y =C - e (&17Fo),

df(x,t)
dx

=—0y- & -sen (&)

=L

Reemplazando valores para:

Para Bi - o0 = & = 1,5707:

do(z,t)
dx

= —0,5-1,5707 - sen (1,5707) = —0,785

=L

B = 38,14°
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Para Bi =106,2 = & = 1,5552:

df(x,t
(2,%) =—0,5-1,5552 - sen (1,5552) = —0,777
dx r=L

B = 37,86°

Apartado 8
Para hallar la cantidad de calor absorbida respecto a la cantidad de calor para
t — oo se aplica la ecuacion:

Que=te) =1- sené; D=ty =1 - Segfl -ty
1

Q(t=c0) &1

Reemplazando valores para:
Para Bi - o0 = & = 1,5707:

Qt=t.) sen 1,5707
£ =1 .0,5=0,682
Q(1=o0) 1,5707 ’ ’

Para Bi =106,2 = & = 1,5552:

Qt=t.) sen 1,5552
“~=1—-—77—-0,5=0,678
Q(1=o0) 1,5552 ’ ’

Los valores obtenidos indican que para llegar a una temperatura homogénea de
100°C hay que aportar cerca de un 50 % mas de calor del ya aportado hasta el

instante de coccién.
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5.3 Termopar

Se quiere emplear un termopar de forma aproximadamente esférica con didmetro
D para la medida de la temperatura de un flujo de gas. La temperatura del gas es
Ts v la temperatura inicial del termopar es Tj, su volumen V' y su superficie A.
El coeficiente de pelicula gas-termopar es h.

El termopar intercambia una cantidad de calor por unidad de tiempo a través de
los hilos que lo conectan al termémetro que se puede expresar como C - (T — Tp),
siendo C' la inversa de la resistencia térmica de los hilos.

Hilos Las propiedades del termopar son:
T, p = 8500 kg/m?
< ID Cp =400 J/kg - K
Flujo de gas k=20W/m-K

Se pide:
1. Plantear la ecuacién de la energia para el transitorio térmico del termopar,
suponiendo que la temperatura T'(t) es uniforme en todo el termopar.

2. Determinar el valor de la temperatura del termopar cuando alcanza condi-
ciones estacionarias.

3. Resolver la ecuacion planteada en el apartado 1 y encontrar una expresién
para la evolucion de la temperatura del termopar de la forma:

ﬁ —t/T

=€
0

Siendo: § = M —T(t), 6p = M — Ty

_p-Cp-V M_A-h-TOO+C~T0
TTAhyC T A h+C

4. Determinar el nimero de Biot y justificar la hipotesis efectuada en el apar-
tado 1 para los siguientes datos: Ty = 25°C, Ts, = 200°C, D = 0,7 mm,
h =400 W/m? - Ky C=0,1-A-h.

5. Determinar el valor de T, 7 y T'(37) para los datos del apartado 4.

6. Determinar el nimero de Fourier para t = 7.
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7. Consideremos ahora que el fluido circula por una tuberia cuya pared interna
estd a T'p = 400°C. Si la emisividad del termopar es ¢ = 0,9 plantear la ecua-
cién de conservacion de la energia si hay intercambio de calor por radiacién
entre el termopar y las paredes de la tuberia.

8. Determinar la nueva temperatura del termopar 7T, en condiciones estacio-
narias.

9. Determinar la evolucion de la temperatura en funcién del tiempo al resolver
la ecuacion del apartado 7.

Apartado 1

La ecuacion de la energia para el transitorio térmico del par, suponiendo que la
temperatura T'(¢) es uniforme se puede plantear como:

p.cp-v.d%f):A-h-[Tw_T(t)} _C-[T() - T

Donde V' y A son el volumen y el area del termopar. Operando la ecuacion anterior:

p~C’p-V-d%it):A-h-Too+C’-T07T(t)'[(A-h)JrC’}

p-Cp-V dT(t) A -h-Tou+C T
A m+C dt  (A-h+C

—T(t)

Siendo:

p . Cp . V
m =T Es el tiempo caracteristico

A-h- T +C-Tp —p Esun valor en unidades de temperatura
(A-h)+C que relaciona las condiciones de contorno

Quedando por lo tanto la ecuacion de la energia expresada de la forma:
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Apartado 2

La temperatura en condiciones estacionarias T'(c0) se obtiene cuando:

aT(t) _
dt 0

Por lo tanto, de la ecuacién obtenida en el apartado anterior, se puede decir que:
0=M—-T(0) = T(o)=M

Teniendo en cuenta el valor de M definido en el apartado anterior:

o AhTe+C-T
Teo)=M=—r5c

Multiplicando y Dividiendo por A - h, se obtiene:

T+ Ty (CJA-R)
T(o0) = 1+(OC/A-h)

La temperatura que marcara el termopar en condiciones estacionarias, T'(c0), solo
es igual a la temperatura del fluido, T, cuando C'/A - h = 0.

El error cometido se puede evaluar como:

Too +To - (C/A-h)
1+ (CJA-h)

error = Ty — T(00) = Too —

(C/A-h) - (T — To)
1+ (C/A-h)

error =

Apartado 3

Haciendo M — T'(t) = 0, la ecuacion del apartado 1 se puede escribir como:

LW, L 4 d
Tdt_ 6 T
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Integrando:
t
Inf = —— +cte
T
Imponiendo la condicién inicial: t = 0 = 6 = 60,

t
cte=Infy = Inf=——+1nby
T

I e—t/‘r
0
Efectivamente para:
t=o00 = 6=0 = T(co)=M
t=3-7 = 60=005-6p = T(37)=0,05Ty+0,95-M

Apartado 4

El namero de Biot se define como:

h-L.
k

Bi =

Siendo L. es la longitud caracteristica del problema, que se calcula como:

4~7T~r3/3_

Lc:%: =r/3

4712
Por lo tanto el nimero de Biot tiene por valor:

_h-r/3 400-0,35-107%/3

.
! i 20

=235-1072 <« 0,1

Visto el resultado obtenido, la hip6tesis aceptada en el apartado 1 es coherente.

Otra forma de definir el niimero de Biot seria:

heg - 7/3

Bi —
! i
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Siendo heq = h- (1+C/(A~h)) = 1,1-h, por lo que cualitativamente no hay apenas
diferencia.

Apartado 5

El valor de T'(o0) lo obtenemos reemplazando los valores en la expresion obtenida
en el apartado 2.

T = = 7o) = B

200+ 25-0,1

T(o0) = = g7~ = 1841°C

Por tanto el valor de la temperatura que mide el termopar es un 9 % por debajo
del valor real.

El tiempo caracteristico del termopar es:

TTA R +C 11-Ah

p-Cp-L. 8500-400-0,35-1073/3
T = = =09s
1,1-h 1,1-400

Para determinar T'(37) particularizamos la ecuacion 0/6y = e /T,

t=3-7 = 6=005-6p = T(37)=0,05Ty+095 M
T(37) = 0,05 - 25 + 0,95 - 184,1 = 176,15°C

Estando ésta medida un 12 % por debajo del valor real.

Apartado 6

El ntmero de Fourier se define como:

o
.y

FO:L2
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Siendo la difusividad térmica del termopar:

k20
p-Cp 8500 -400

a =

=5,.88-10"% m?/s

Parat =71

 588-1076.0,9

Fo— 222~~~ 7
© 70,35 (10-3/3)2

= 388,8
Lo que indica que el transitorio ya esta avanzado.

Apartado 7

La ecuacion de conservacion de la energia, si ademés hay intercambio de calor por
radiacion entre el termopar y las paredes de la tuberia, se puede escribir como:

p~Cp~V~d%it):A~h-[ToofT(t)]fC’[T(t)fTO]+eoA-cr-[Tp47T(t)4]

Ordenando adecuadamente la ecuacion anterior:

p-Cp-V dT(t) e-A-o
- M -T) + AT
A n+C 1)+

Apartado 8

Al igual que en el apartado 2 la temperatura en condiciones estacionarias T'(co)
se obtiene cuando:

dT(t)
dt 0

Por lo tanto:

e-A-o

O:M—T(OO)—FW

) [Tp4 - T(oo)ﬂ

T(c0) = M + N - [T,* = T(c0)"]
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Donde:

Reemplazando los valores para este problema.
M =184,1°C =4571 K

T, =400°C = 673 K

N =1,16-10"1 1/K?3

Por tanto la ecuacién queda:
T(c0) = 457,1 + 1,16 - 10710 - [673* — T'(c0)"]
Utilizando algiin método de busqueda de cero se obtiene la solucién al problema.

T(o0) = 475 K

Apartado 9

Definiendo dos tiempos caracteristicos de la siguiente forma:

"= p-Cp-V e p-Cp-V
(A-h)+C E'A'O'-Tp3

La ecuacién obtenida en el apartado 7 se puede expresar ahora como:

dr(t) M —T(t) 1

_|_
dt T o - T3

(5 =T

Reemplazando los valores para este problema se obtiene:
M =184,1°C=4571K

T, =400°C =673 K

71=09s

Ty = 25,5 S
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A B et [ 9
st T (o)

I I | I I
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
Tiempo (1) [s]

Figura 5.3.1: Solucion a la ecuacion del apartado 7.

Siendo la ecuacion diferencial resultante:

dT(t) 4571 —T(t) N 1
dt 0,9 25.5-6733

-[673* — T(1)"]

En la figura 5.3.1 se representa la evolucion de la temperatura 7'(t) para los datos
del problema. La ecuacién se ha resuelto con el método de Runge-Kutta.
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5.4 Medida de temperatura con un hilo delgado

Se considera un hilo de geometria cilindrica con didmetro d,, y longitud expuesta
L,,, tal como se indica en la figura. Las propiedades del material son: densidad p,,,
conductividad térmica k,, y capacidad calorifica Cp,,.

.T['dwz _(T(r)_TO)

Q: kw 2
4 L
B W .

El hilo forma parte de un termopar que inicialmente se encuentra a una tempe-
ratura Tp. En el instante ¢ = 0 se genera de forma instantdnea (funcién escaléon)
una corriente gaseosa transversal con velocidad vy y temperatura T, > Ty de tal
forma que el coeficiente de pelicula gas-cilindro es hy. § es un parametro de forma
del orden de 3.

Se pide:

1. Durante el transitorio térmico al que se somete el “hilo expuesto”, suponemos
que la temperatura del mismo es una funcion exclusiva del tiempo T'(t),
siendo por tanto uniforme en todo el “hilo expuesto”. Si despreciamos el
calor intercambiado por radiacién y suponemos que el hilo intercambia calor
por conducciéon por su extremo izquierdo, de acuerdo con la expresion de la

figura, plantear y justificar la ecuacién de la energia para el sistema “hilo
expuesto”.

2. La ecuacion obtenida en el apartado 1 se puede escribir como:

dT(t)
r S S 1, - 1) - A [T - Ty)

Donde:
T = (Cpuw - pw - dw)/(4- hyg) es un tiempo caracteristico.
A= (ky-dy)/(4-hy- 3% L,°) esun parametro adimensional.

Obtener la expresion de la temperatura del hilo al final del transitorio T4.
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. En la literatura se suele considerar como criterio que en el estacionario

T'(o00) = T, cuando se cumple la condicion:

B Ly kg
2. 1 /N R |
- uq,, o > 10

Siendo Nug,, el nimero de Nusselt caracteristico del proceso de conveccion
térmica fluido-cilindro referido al didmetro d,, y k4 la conductividad térmica
del gas.

Comparar este parametro adimensional con A y justificar el criterio anterior.
; Cuanto debe valer A para satisfacer el criterio anterior?

. De acuerdo con los razonamientos del apartado 3 y desde un punto de vista

cualitativo y de tendencias, justificar como deben modificarse los parametros
relevantes para conseguir que en el estacionario T'(c0) ~ Tj.

. Definiendo una temperatura adimensional:

o(t) = T;q__TT(S)

Comprobar que la ecuacién diferencial del apartado 2 se puede escribir como:

anr) _
T SE = A-0(t) - (1+4)

. Resolver la ecuacion diferencial del apartado anterior en 6(t) con la condicién

inicial 6(0) = 1 para t = 0.

. La solucién al apartado anterior se puede escribir como:

(—t/m)-(144) | 4
1+A

Dibujar esquematicamente un diagrama 6(t) en funcion de ¢ senalando los
valores de 6(0), 0(7), 6(37) y el valor asintotico de #(c0).

. Suponiendo los siguientes valores: Ty = 25°C, T, = 700°C y A = 0,01.

Determinar el valor de T'(c0) y 6(37)).

. Suponiendo que la corriente gaseosa tiene un niamero de Mach M = 1, que

las propiedades del gas son R =273 J/kg - K, v =1,35, v, =1,1- 10~* m2/s
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y kg = 6,4- 1072 W/m - K, determinar el niimero de Reynolds Regy, si el
didmetro del hilo es d,, = 10~* m.

10. A partir de la correlacion de Zhukauskas para intercambio de calor por con-
veccion en flujos transversales a cilindros, determinar el Nug,, siendo el nu-
mero de Prandtl para el gas Pr(700°C) = 0,723 y Pr(25°C) = 0,707 . Jus-
tificar la eleccion de los parametros de la ecuacion y justificar los rangos de
incertidumbre. Determinar el coeficiente de pelicula h,.

11. Se estudia la posibilidad de emplear un termopar tipo K de Cromel /Alumel,
materiales con las siguientes propiedades:

Cromel (Ni90 - Crl0):

p=28730 kg/m3, Op =448 J/kg - K, k =19 W/m - K.
Alumel (Ni95 - Al5):

p = 8600 kg/m?, Cp =523 J/kg - K, k = 28 W/m - K.

Determinar el tiempo caracteristico 7 correspondiente a ambos materiales y
el valor minimo del parametro adimensional de forma S - L,,/d,, correspon-
diente a ambos materiales para garantizar el cumplimiento del criterio del
apartado 3.

Justificar cual de los dos materiales es mas interesante como hilo de un termo-
par sometido a un transitorio térmico desde el punto de vista de la precision
en la medida de la temperatura del fluido y de la rapidez de respuesta.

12. Determinar el ntunero de Biot (Big,) para ambos materiales. A la vista del
resultado obtenido justificar si la hipétesis de T'(¢) uniforme en todo el hilo
aceptada en el apartado 1 es razonable.

5.4.1 Apartado 1

El hilo expuesto esté intercambiando calor con el gas por conveccion y transmi-
tiendo una cantidad de calor por conduccién hacia el exterior, ademés durante el
transitorio térmico el hilo expuesto se esta calentando, por lo tanto, el balance de
energia se puede escribir como:

dl'(t
Vw.pw.pr.%:Aw.hg.[Tg_T(t)}_

(O de . . [T(t) B TO]
4 Y ﬂ2 : Lw

Siendo V,, el volumen del hilo y A,, el area expuesta del hilo.
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Sustituyendo los valores de V,, y A,,, se obtiene:

T dy? dT(t
4w 'Lw'pw'cpw'%:

7 dy? [T(t) — To]
4 L,

=7T-dw~Lw~hg-[Tg—T(t)] _

Dividiendo todo por (7 - dy, - Ly - hy) se obtiene:

o

pw - Cpy - dy  dT(t) 1
4 - hg dt - [Tg T(t)] 4

“hy B2-L,° szl[(t)_ o
5.4.2 Apartado 2

Reemplazando los valores 7 y A definidos en el enunciado, la ecuacion obtenida en
el apartado 1 se puede escribir como:

dT(t)
dt

T -

= [T, - T(t)] - A-[T(t) — Ty

Al final del transitorio térmico T'(t) — T'(co) y el proceso se puede considerar
estacionario. En estacionario (dT'(t)/dt = 0) por tanto el término de la izquierda
de la ecuacion es cero. De esta forma, la ecuacion ahora se puede escribir como:

0= [T, ~T()] - - [T(t) - Ti]

Operando la ecuacion anterior se puede obtener una expresion para T'(co):
T,+A-T,
T(0) =L — + 0
1+A4

5.4.3 Apartado 3

Primero se expresara el parametro adimensional A en funcién del propuesto en la
bibliografia, para ello se multiplica y divide por kg - dw?.

o
S8
S
o

B dw kg
hg Bz'Lw2 kg

A=
4

QL
S
g

o
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Haciendo la inversa de A y ordenando los términos queda:

De acuerdo con la definicién del ntmero de Nusselt referido al didmetro del hilo
(Nug,, ) la expresion anterior se puede escribir como:

Aplicando raiz cuadrada en ambos términos.

1T 2-8-Ly
[T 28 o™

El término de la derecha es el parametro definido en la bibliografia, por lo tanto:

1
‘/Z>10 = A<0,01

El valor del parametro adimensional A debe ser menor que 0,01 para garantizar
que la T'(co) ha alcanzado un valor préximo a la temperatura del gas T,.

e

Que el valor de A sea pequetio es coherente con la expresion obtenida en el apartado
2 para T'(c0) ya que cuando A — 0, T'(c0) — T.

5.4.4 Apartado 4

Teniendo en cuenta que el estado estacionario se alcanza cuando el pardmetro
adimensional definido en la bibliografia es mayor que 10.

B+ Ly, kg
/N .9
d B "

2- > 10

Si remplazamos el ntimero de Nusselt en la ecuacién anterior se puede escribir:

- Ly, hg -dw k
.6 . g 29510

2
Ao kg K
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Para que el valor del parametro aumente se debe aumentar la longitud L,,, dismi-
nuir el didmetro d,, y disminuir la conductividad del hilo k,,. Finalmente aumen-
tando el coeficiente de pelicula gas-hilo h, también se puede hacer méas grande el
parametro adimensional.

5.4.5 Apartado 5

Definiendo la temperatura adimensional.

T,—T(t)
0(t) = L——
Derivando respecto de t.
ao(t) 1 dT(t)
d  T,-Ty dt

Reordenando la ecuacién se puede escribir:

dT(t) do(t)
7——(Tg—To)'W

Remplazando en la ecuacion diferencial obtenida en el apartado 2 se obtiene:

1y - 1) PO (1, )] - A 1) - 1)
Operando se obtiene:
do(t) (T(t) — Ty
T =0(t)— A T, —T)

Sumando y restando T, en el dltimo término de la ecuacion.

T -1]+ T, - T,
(Tg - TO)

Operando y reordenando la ecuacion se obtiene:

L _ [T, - T(t)] (To —Ty)
T =60(t)+ A (T, —T) + A T, ~Th)
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Para finalmente obtener:

Apartado 6

Para resolver la ecuacion diferencial anterior, primero se reordena de la siguiente
forma:

La integral de esta ecuacion se puede escribir como:

ﬁln[@(t)(A-l—l)—A] :—£+cte

Para hallar el valor de la constante utilizamos la condicién de contorno para t =0
la temperatura adimensional 0(0) = 1.

1
——In[1-(A+1) - A| =
Ry n(l1-(A+1)— A} =0+cte
L In(l)=cte = cte=0
(A+1) B -

Reemplazando el valor de la cte y reordenando se obtiene:

1 t
(—t/-(44) 4 4
1+ A4

o(t) =
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Apartado 7

La forma de la grafica serd una exponencial decreciente desde el valor 6(0) = 1
hasta el valor de 0(c0) = A/(1 + A) como se muestra en la figura siguiente.

0(0)
I — Oy

1.0

0.8

0.6

0t

0.4 0r1)

0.2 A

0.0 T T T T T T

Figura 5.4.1: Varaicién de 6(t) en funcion de t/7.

Los valores correspondientes para cada uno de los puntos indicados en la figura
5.4.1 se pueden calcular a partir de la ecuaciéon del apartado anterior.

Apartado 8

Reemplazando valores en la ecuaciéon obtenida en el apartado 6, se obtiene los
valores de T'(c0) y T(37).

Para t = oo:

el=o0/T)(1+4) 4 4 A 0,01
6o0) = 1+A “1ra 0(00)—m—0,0099
Ty —T(c0)
0(c0) = — T(00) =T, —6(c0) - (Ty — To)

T, —Tp

T(o0) = 700 — 0,0099 - (700 — 25) = 693,3°C
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Para t = 37:
e(=3)(1+4) 4 4 e(=3)-(14+0,01) 4 g 1
T, —T(3
f(o0) = 97(7-) — T(31)=T,—-0(37) (T, — Tv)

T, —Tp
T(37) = 700 — 0,0577 - (700 — 25) = 661,0°C

Como puede observarse de los resultados obtenidos, la temperatura de equilibrio
T(o0) difiere de la temperatura del gas en 6,7°C lo que representa un error de
medida menor del 1%. El valor de T(37) que en teoria deberia ser el 95% del
valor de la temperatura del gas, en este caso representa el 94,4 % debido a las
pérdidas de calor por conduccién en el hilo.

Apartado 9

Para calcular el nimero de Reynolds, primero hay que saber la velocidad del fluido,
de acuerdo con el enunciado el nimero de Mach es 1, por lo tanto, la velocidad
del fluido es la velocidad del sonido en las condiciones del problema.

La velocidad del sonido se calcula como:

a=+/7-R-T =+/1,35-273- (700 + 273)

a =598,8 m/s

Conocida la velocidad del fluido se procede a calcular el ntimero de Reynolds
referido al diametro del hilo.

Ro, _ @rduw _ 598.8-0,0001
A R T

Reg, = 5444
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Apartado 10

Para calcular el nimero de Nusselt se utiliza la correlaciéon propuesta por Zhu-
kauskas para flujo externo transversal a un cilindro.

1/4
—c.Redm.prn(Pf)

w w P I's

Nud

Las propiedades deben ser evaluadas a la temperatura de gas T}, excepto Pr, que
se evalia a la temperatura de la pared del cilindro.

Los valores de las constantes dependen del nimero de Reynold y de Prandlt, y
para este problema son:

Para 40 < Reg, <1000 — C =051 y m=20,5
ParaPr<10 — n=0,37

De acuerdo con el enunciado, el Pr a la temperatura del gas (700°C) es 0,723 y el
Pr a la temperatura Ty (25°C) es 0,707. El error al aplicar esta correlacion viene
dado por la elecciéon de la temperatura de la pared del cilindro. En este caso esta
temperatura variard desde Ty hasta T, que es muy cercana a la temperatura del
gas.

Se calcularé el nimero de Nusselt para los dos extremos y con esto se valoraré el
maximo error que se puede cometer.

Temperatura de la superficie Ty:

0,73 \"/*
Nug, = 0,51 -544,4%°.0,723%37 . ( —— = 10,61
ug, = 0,51 -544,4%°% 0,723 0707 0,6

Temperatura de la superficie Tj:

1/4
_ . 0,5 0,37 0,73 / _
Nug, = 0,51 -544,4%5.0,723 0793 =10,55

Teniendo en cuenta estos dos valores el error maximo que podemos cometer es el
0,56 %, por lo tanto, es practicamente igual utilizar un valor u otro.
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El coeficiente de pelicula se despeja de la definicién del nimero de Nusselt.

10,61 - 0,064

hy = =6790,4 W/m? - K
g 0,0001 A W/m

Apartado 11

Para calcular el tiempo caracteristico reemplazamos los valores de las propiedades
en la siguiente ecuacion:

7pr'pw’dw
T 4,

Tiempo caracteristico del Cromel:

_ 8730-448-0,0001

=0,0144 s
4-6790,4 PEES
Tiempo caracteristico del Alumel:
8600 - 523 - 0,0001
— : = 0,0166 s

4-6790,4
De acuerdo a estos valores el tiempo caracteristico del Cromel es un 13,2 % inferior
que el Alumel.

Para calcular el parametro 8 - L, /d, lo despejamos de la condicion que debe
cumplirse para que T'(c0) ~ Tj.

6 : Lw kq
2- N —=>1
i ud,, o > 10
B Ly kg 08
N .9
o > 95 Uq,, Fu
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Para el Cromel:

- Ly 0,064\ ~°
s >5. (10,61~ ’19 ) = 26,45

Para el Alumel:

- Ly, 0,064\ ~°°
Bd >5-<10761~ ’28 ) = 32,11
w

De acuerdo a los valores obtenidos se puede decir que a igualdad de didmetro el
Cromel necesita una longitud de hilo més pequena.

Apartado 12

Para que la hipoétesis supuesta en el apartado 1 de temperatura uniforme en todo
el hilo se cumple, el ntiimero de Biot debe ser menor que 0,1.

Para el Cromel:

hg-d,  6790,4-0,0001
kor 19

Bic, = = 0,0357

Para el Alumelel:

hg-dy  6790,4-0,0001

Biy =
A= 28

= 0,0242

Por tanto la hipétesis del apartado 1 resulta razonable en cualquiera de los casos.
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5.5 Cilindro en una corriente de aire

Un cilindro de acero inoxidable est4 montado en una corriente de aire como se
muestra en la figura. Inicialmente estd una temperatura uniforme 7; = 70°C, y
se expone a un flujo de aire a temperatura constante T, = 27°C. Cuando t = 1
minuto un micro-termopar mide en la superficie del cilindro una temperatura de
Ts = 65°C. A los efectos de calculo se puede considerar que la temperatura de las
paredes por donde circula el aire es T}, = T.

Geometria del cilindro: L=0,1m D, =0,015m
Geometria del hilo que soporta el cilindro: L, = 0,0l m Dy = 0,002 m

Las propiedades del aire y del material del cilindro son:

Datos del Aire: Datos del acero inoxidable:
pai = 1,17 kg/m3 Pac = 8240 kg/mg

kai = 0,026 W/m - K koe = 13,5 W/m - K

tai = 1,86 -1075 kg/m - s Cpac =470 J/kg - K

Pr = 0,725 Qge = 3,48 -107% m? /s

Se pide:

1. Plantear la ecuacién de la energia teniendo en cuenta todos los mecanismos
de transmision de calor posibles en el cilindro, aceptando que los hilos que
soportan el cilindro estan a la temperatura del cilindro y sélo intercambian
calor por conduccién hacia la pared, siendo la convecciéon y la radiacion de
éstos despreciable.

2. Demostrar que la ecuacion del apartado 1 se puede escribir de forma adi-
mensional como:

.. %ﬂ =—0(t)- |1+ ;iﬁ: P @Z)j “) ' (77:2) Hﬂ
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Siendo,
T(t) — Teo . h-Ly Ve pe - Cpe
0(t) = —=——= : Bi= T ==
W=7 i Bi== 7 A, h
e-U-TOO3

Pl = i Ae=m-D. L, ; Ay, =m-D,?/4

h

. Calcular la temperatura del cilindro en estado estacionario si s6lo conside-

ramos la transmisién de calor por conveccién entre el cilindro y el aire.

. Suponiendo que para el tiempo ¢ = 1 minuto la temperatura del cilindro es

homogénea, determinar el coeficiente de pelicula aire-cilindro y el ntimero de
Nusselt (Nup referido al diametro del cilindro).

. Con los datos del apartado anterior determinar el numero de Fourier y el

numero de Biot. A la vista de los resultados justificar si la hipotesis de calculo
realizada en el apartado 4 en lo referente a la uniformidad de temperaturas
en el cilindro es aceptable o no.

. Determinar el tiempo necesario para reducir la temperatura del cilindro hasta

32°C.

. Suponiendo que utilizamos la correlacion de Hilpert como modelo de la ex-

presion del namero de Nusselt, determinar el nimero de Reynolds (Rep) y
la velocidad del flujo de aire alrededor del cilindro.

Correlacion de Hilper: Nup = C - Rep™ - pr!/3

. Si aumentamos la velocidad de la corriente de aire alrededor del cilindro

en un factor 100, justificar si la hipotesis de temperatura homogénea en el
cilindro sigue siendo valida.

. Silarespuesta al apartado 8 es negativa, es decir, la hipotesis de temperatura

homogénea en el cilindro es cuestionable, calcular con los nuevos valores y
para t = 1 minuto la temperatura en el eje del cilindro y la temperatura en
la superficie del cilindro.
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Apartado 1

El problema es un transitorio térmico donde el cilindro se enfria intercambiando
calor con el aire por conveccién, transmitiendo una cantidad de calor por conduc-
cién a través de los hilos y por radiaciéon hacia las paredes. Por lo tanto, la ecuaciéon
de la energia debe tener en cuenta estas tres formas de transmisién de calor y el
término de acumulacién debido a que el problema es transitorio.

dT (1)

Vc *Pec Cpc : 7 = _QConv.c - QCond.h - QTad.cfp

Siendo V. el volumen del cilindro, p. y Cp. son la densidad y el calor especifico
del cilindro respectivamente.

(jconv.c = Ac “h- [T(t) - Too]

Siendo A, el area expuesta del cilindro.

Ay - ky,
Ly,

q.conv.h =2 . [T(t) - Tp]

Siendo Ay, el area transversal del hilo.
QTad.c—p —€:0- Ac . [T(t)4 - Tpﬂ

Donde € es la emisividad del cilindro y ¢ la constante de Stefan-Boltzmam.

Teniendo en cuenta que la temperatura de la pared T}, se puede considerar igual a
la temperatura de la corriente de aire T, la ecuacién se puede escribir como:

dr'(t
Vc'pc'C’py%:—Ac«h'[T(t)fToo]fz.

Ay -k,
Ly

) - T

—e-0-A.- [T(t)4 —TOO4]
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Apartado 2

Para adimesionalizar la ecuacion obtenida en el apartado anterior se dividen todos
los términos por A - h- (T; — Too)-

Veope Cpe  dT(t) _ [T =Tx] Ak [T() - Tu]
Ac-h- (T, —Tw) dt (T, —Tw) Ao h-Ly (T, —Tw)
co [TH)' —Tu']

h . (Ti _TOO)

Teniendo en cuenta las definiciones dadas en el enunciado para los parametros
adimensionales, 6(t), Bi, Pl y 7, la ecuacién anterior se puede escribir como:

Operando convenientemente el término de la derecha se puede obtener:

T %(tt) =—0(t) - [1 + % : i—’: + ng (T + Too?) - (T(t) + Tw)]}
do(t) 2-A T(t)? T(t)
T =00 [H Bi~/fc P (TOO2 H) ' (TOOH)]
Apartado 3

Si despreciamos los efectos de la conduccion y la radiaciéon la ecuaciéon obtenida
en el apartado anterior se puede escribir como:

En estado estacionario el término de variaciéon de temperatura en el tiempo es nulo
y por lo tanto:
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Por lo tanto la temperatura en el cilindro T'(t) en el estacionario debe ser igual a
Tw.

T(t) = Two
Apartado 4

Si consideramos que la temperatura en el cilindro es uniforme y el inico enfriamien-
to de éste es por conveccion a través de su superficie, la ecuacion de la variacion
de temperatura en el tiempo se calcula como:

o(t) =e /"

De la ecuacion anterior se puede despejar el valor de 7.

t t
1 = —— = —
no(t) - = T IO

Para t = 60 s, se halla 6(60s).

T(60s) — Too 65— 27

0(60s) = — 7 — = 7927

= 0,8837

Reemplazando valores numéricos se obtiene el tiempo caracteristico 7.

60

= Thmossyr 18538

De la definiciéon de 7 se puede despejar el valor de h.

T:Vc'Pc‘Cpc - h:Pc'Cpc.Vc

A.-h T A,

h_pc'cpc LC'W'D02/4_pc'Cpc &
o T L.-7-D. T 4

Teniendo en cuenta que el cilindro es de acero inoxidable, se reemplazan los valores
de las propiedades, obteniendo:

. 8240 - 470 0,015
485,38 4

=29,92 W/m? - K
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Obtenido el valor del coeficiente de pelicula, se puede calcular el nimero de Nusselt
referido al didmetro del cilindro.

h-D. 29,920,015

_ — 17,26
Koai 0,026 ’

NHD =

Apartado 5

Para calcular los ntimeros adimensionales de Biot y Fourier se utiliza como longitud
caracteristica la relacion V./A. = D/4.

_ h-D./4  2992-0,015/4
 kee 13,5

Bi = 0,083

Qae -t 348107660

F = =
°T (D.j1)? 0,015/4

= 14,848

Teniendo en cuenta que el nimero de Bi < 0,1, la hipétesis de temperatura homo-
génea en el cilindro se puede considerar como valida.

Apartado 6

El tiempo ¢ necesario para que el cilindro alcance la temperatura de 32°C se puede
despejar de la ecuaciéon utilizada en el apartado 4, caracterizada en este caso para
T(t) = 32°C.

o) =e /" = o)=L
-

t=—7-In6(t)

Reemplazando valores numéricos para T'(t) = 32°C, se obtiene.

T(t)—Ts 3227

0t) = T, — T  70—27

=0,1163

t=—485,38-1n0,1163 = 10444 s = t= 17m 24,4s
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Apartado 7

Asumiendo que el calculo del nimero de Nusselt se ha realizado con la correlacion
de Hilpert se puede recorrer el camino inverso y hallar el nimero de Reynolds a
partir de los datos obtenidos previamente.

Nup >l/m

_ m pl/3 _
NHD—C-RGD -Pr = ReD— (C’Prl/?’

Los valores de C'y m de la correlacion de Hilpert se encuentran en la tabla siguiente
y como puede observarse dependen del ntiimero de Reynolds.

[ Ry [ C [ m ]
04—4 0,989 | 0,330
4—40 0,911 | 0,285

40 — 4000 0,683 | 0,466
4000 — 40000 | 0,193 | 0,618
40000 — 400000 | 0,027 | 0,805

Para saber que valores hay que usar se deben calcular los ntimeros de Reynolds
utilizando todos los pares de valores y verificar cuales son los valores adecuados
en funcion del valor obtenido.

Para este caso particular el nimero de Reynolds siempre estd en el rango de 40-
4000 independientemente del valor adoptado para C'y m, por lo tanto, seran los
valores C' = 0,683 y m = 0,466 los elegidos para calcular el nimero de Reynolds.

17.96 1/0,466
Rep = [ — 2 — 1288,02
b (0,683~0,7251/3>

A partir de la definiciéon del nimero de Reynolds se puede calcular la velocidad de
la corriente de aire.

ReD: pai'uoo'Dc N Uso = ReD',U/ai
,LLai pai : Dc

Reemplazando valores se obtiene:

1288,02 - 1,86 - 107°
1,17-0,015

Uso —

= 1,365 m/s
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Apartado 8

Si la velocidad se incrementa en un factor de 100, el nimero de Reynolds se
incrementa en la misma proporciéon, por tanto ahora Rep = 128802. En estas
condiciones las constantes de la correlaciéon de Hilpert son:

40000 > Rep > 400000 = C =0,027 ; m =0,805

Con estos valores el nuevo niimero de Nusselt es:
Nup = C - Rep™ - Pr/3 = 0,027 - 128802°:8%% . 0,725'/3 = 314,99

De la definicion del nimero de Nusselt se obtiene el nuevo valor para el coeficiente
de pelicula h.

h~Dc NllD~km‘
Nup = h=—"F"%
e D.
314,99 - 0,026
h="2""T""")-54598 W/m? - K
0.015 545,98 W/m

Con este valor de coeficiente de pelicula el nimero de Biot es:

_ h-D./4  54598-0,015/4

B
T T e 13.5

= 0,152

Teniendo en cuenta que el nimero de Bi > 0,1, la hipétesis de temperatura homo-
génea en el cilindro ya no se puede considerar como valida.

Apartado 9

La solucion aproximada cuando Fo > 0,2 para un problema de transferencia de
calor no estacionario unidimensional con simetria cilindrica, es:

T(rt) —Tw .
S i URICRY

Donde Jj es la funciéon de Bessel de primera especie de orden cero y 6y la tempe-
ratura adimensional del centro del cilindro.
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Donde C y &; son coeficientes tabulados en funcién del niimero de Biot.

Siendo:

S A, h-rg
- - ) )
To DC/2 kac Toz

El primer paso para la resolucién del apartado es calcular el namero de Fourier
y verificar que es mayor que 0,2, para posteriormente, calcular el nimero de Biot
y obtener los valores de los coeficientes C; y &. Es importante destacar que la
eleccion de la longitud caracteristica de los nimeros adimensionales (Bi y Fo)
ha cambiado, respecto a las utilizadas en los apartados anteriores, ya que las
constantes C7 y & estan definidas para un ntumero de Biot calculado con ry como
longitud caracteristica.

ac 't A48 -1 —6.
Po_ Cuetl 348107060 .,
D./2 (0,015/2)

Teniendo en cuenta el valor obtenido, se puede utilizar la aproximaciéon de la
solucién general.

El ntimero de Biot con la nueva longitud caracteristica es:

h-(De/2) _ 545,98 (0,015/2)

Bi =
! Koue 13.5

= 0,3033

Con Bi = 0,3033, los valores de los coeficientes son:
C1=1,072 y & =0,750

Reemplazando estos valores en la ecuacién correspondiente, podemos obtener la
temperatura en el centro del cilindro:

0o = Oy - e~ (&7 F0) — 1 (79 = (0.750*3,712) _ j 1398

T(0,t) —T.
o= ————2 = T(0,t) =0 (T, — To) + Too
0= —p 7 (0,8) = o - ( )+
T(0,60s) = 0,1328 - (70 — 27) + 27 = 32,7°C

Para calcular la temperatura en la pared del cilindro, primero se halla la funcion
de Bessel.
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En la superficie 7* = r/ro = 1, de tablas se obtiene:
Jo(&1 - 7%) = Jo(0,750) = 0,8637

Reemplazando valores se obtiene:

O(ro,t) = 0y - Jo(&1 - 1) = 0,1328 - 0,8637 = 0,1147

T(ro,t) — Too
9(7“0,75) = % = T(?"Q,t) = Q(To,t) . (Ti — Too) + Too

T(rg,60s) = 0,1147 - (70 — 27) + 27 = 31,9°C

Como se observa, la diferencia de temperatura entre el centro y la superficie no es
demasiada elevada, ésto se debe a que el nimero de Biot aunque mayor que 0,1,
no es demasiado grande como para que los gradiente térmicos dentro del cilindro
sean importantes.
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5.6 Transitorio térmico de una esfera

Una esfera de cobre de diametro dp = 12 mm, inicialmente a una temperatura
uniforme T; = 66°C, se expone a un flujo de aire a temperatura constante T, =
27°C. Cuando t = 70 segundos un micro-termopar mide en la superficie de la esfera
una temperatura Tr = 55°C.

Las propiedades del aire y del cobre se pueden considerar constantes y son:

Datos del Aire: Datos del cobre:

kqi = 0,026 W/m - K ke =401 W/m - K
pai = 1,17 kg/ms Peu = 8933 kg/mB

fai = 1,86 -1075 kg/m - s ey = 1,17-107% m? /s
Pr = 0,707 Cpew =385 J/kg - K
Se pide:

1. Suponiendo que para el tiempo ¢ = 70 s la temperatura de la esfera de cobre
es homogénea, determinar el coeficiente de pelicula aire-esfera y el ntimero
de Nusselt.

2. Con los datos del apartado anterior determinar el nimero de Fourier y
el nimero de Biot. Utilizar como longitud caracteristica la relacién volu-
men/superficie.

3. A la vista de los resultados del apartado anterior justificar si la hipotesis
de célculo realizada en el apartado 1 en lo referente a la uniformidad de
temperaturas en la esfera es aceptable o no.

4. Determinar el tiempo necesario para reducir la temperatura de la esfera hasta
30°C.

5. Suponiendo que utilizamos la correlaciéon de Ranz y Marshall como modelo
de la expresiéon del numero de Nusselt, determinar el nimero de Reynolds y
la velocidad del flujo de aire alrededor de la esfera.

Nu=2+0,6-Re/?-Pr'/? (Ranz y Marshall)

6. Si se define ahora el nimero de Biot (Bi*) con una longitud caracteristica
ro (radio de la esfera), demostrar que para valores del namero de Reynolds
suficientemente grandes y partiendo de la correlaciéon de Ranz y Marshall se
puede escribir que:

Bi* = 0,3 Re"? - Pr'/? . (kui/kew)
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7. Si aumentamos el nimero de Reynolds del flujo alrededor de la esfera en un

factor 100, ;seria aceptable asumir la hipdtesis de temperatura constante en
la esfera?

. Si ademés del incremento en el nimero de Reynolds, la esfera en vez de

ser de cobre fuera de un material aislante con un coeficiente de conductivi-
dad térmica k,, = 1,6 W/m - K, ;seguiria siendo aceptable la hipotesis de
temperatura homogénea?

. Sila respuesta al apartado 8 es negativa, es decir la hipétesis de temperatura

homogénea en la esfera es cuestionable, calcular para ¢t = 70 s la temperatura
en el centro de la esfera, Tro, v la temperatura en la superficie de la esfera
Trg. Para ello suponer dos materiales aislantes con la misma conductividad
térmica del apartado 8, pero con difusividades térmicas diferentes, a,,1 =
7,7-1078 m?/s y a1 = 8,5-1077 m? /s

Apartado 1

Suponer que la temperatura es homogénea en toda la esfera para t = 70 s, im-
plica aceptar que se puede considerar la resistencia térmica interna de la esfera
despreciable.

Para este tipo de problema la solucién del transitorio térmico se puede expresar
como:

T(t) — Ty,
() _e—t/T

T%*Too

Siendo el tiempo caracteristico:

_p-C’p-V
T KA

De la ecuacion anterior se puede despejar 7, para luego obtener el valor de h.

T(t) — T t B t

e Al L B -
WA
"\ T

Ti _Too

B
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Reemplazando valores para ¢t = 70 s, se obtiene:

70
WEEE:
" 66— 27

De la definicion del tiempo caracteristico se puede despejar el valor h, teniendo en
cuenta que la relacion volumen/area para una esfera es rg/3.

r=— =211,25 s

p-Cp-V p-Cp-10/3
=— = h=——
TTThA T
Reemplazando valores se obtiene:
8933 - 385 - 0,006/3
h = 006/ _ 32,56 W/m? - K

211,25

El ntimero de Nusselt se puede calcular a partir de su definicién para una esfera
de didmetro dy como:

h-dy 32,560,012

Nu —
R 0,026

= 15,03

Observar que la longitud caracteristica para determinar el tiempo 7 y para deter-
minar el niumero de Nusselt son diferentes por definicién.

El cociente t/7 = 0,33 indica que el transitorio en la esfera esta lejos de finalizar.
La condicién de fin de transitorio puede establecerse en t/7 = 3, que es cuando se
alcanza el 95 % del transitorio térmico.

Apartado 2

Reemplazando los valores en la definicion del ntimero de Fourier y de Biot se pueden
calcular los valores correspondientes. Tal como dice el enunciado, se utilizaré como
longitud caracteristica la relacion volumen/area para la esfera que es rq/3.

Oy -t 0,117-1072-70

o= 37 = (0,006/3)

= 2047,5

h-(ro/3) _ 32,56 (0,006/3)

Bi—
' Fen 401

=1,624-107%
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Apartado 3

La hipotesis de temperatura homogénea en todo el cuerpo es valida ya que el
nimero de Biot es « 0,1.

En lo que respecta al nimero de Fourier, valores altos implican que el transitorio
esta adelantado, y por lo tanto, nos acercamos a la soluciéon de equilibrio asintética.
Respecto a valores cuantitativos en este tipo de problemas hay que tener en cuenta
que t/7 = Bi-Fo, por lo tanto, un valor aceptable de Fo para un final del transitorio
serfa Fo = 3/Bi. En este caso el valor es de 18472,9 y por lo tanto, mucho mayor
que el calculado en el apartado anterior.

Apartado 4

A partir de la solucion planteada en el apartado 1 se puede despejar el tiempo
necesario para alcanzar la temperatura de 30°C.

T(t) —Tx _ e—t/T
Ti - Too

Reemplazando los valores numéricos se obtiene:

30 — 27

t=-21125-In( oL
’ n(6627

) — 5418 s
Apartado 5

A partir de la correlacion de Ranz y Marshall y el valor del nimero de Nusselt
obtenido en el apartado 1 se puede estimar el nimero de Reynolds del problema.

2
Nu=2+0,6-Re® . Pr'/3 = Re= {(Nu—f)]
0,6 - Pr'/3
(15,03 —2) 1°
o= g asomr) =05

El ntiimero de Reynolds obtenido, 10? < Re < 10 indica que el flujo alrededor de
la esfera esta en la zona de transiciéon laminar /turbulento.
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A partir del niimero de Reynolds obtenido se puede calcular la velocidad del flujo
alrededor de la esfera.

_ Pai - do N u:Re',uai

Re
Mai Pai - do

594,05 1,86-107°

170012 oTom/s

Apartado 6

Si el niimero de Reynolds es lo suficientemente grande, la correlacion de Ranz y
Marshall puede aproximarse de la siguiente forma sin cometer un error demasiado
importante:

Nu=2+0,6-Re’®- Pr'/? = Nu= 0,6 - Re® - pr'/3

Teniendo en cuanta la definiciéon del niimero de Nusselt, la correlacién anterior se
puede escribir como:

h - do

= 0,6 - Re"” . pr'/3

Nu =

De acuerdo al enunciado el namero de Biot (Bi*) se define como:

Reemplazando la expresiéon de h obtenida en la correlaciéon del nimero de Nusselt.

Bi* -
Nu= — et Fou  do = 0,6 - Re™® . Pr'/3
To kai
: kai
Bi* = 0,3 - Re™ . Pr'/3. -

También podemos escribir:

kai

Bi* =0,5-Nu-
kcu
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Para este tipo de problemas el nimero de Biot y el de Nusselt se escalan con el
cociente de las conductividades térmicas, fluido/material de la esfera, siendo el
coeficiente 0,5, debido a la definicién de Nu y Bi.

Apartado 7

Si el namero de Reynolds ahora pasa a tener un valor 100 veces mayor, el nimero
de Nusselt, de acuerdo con la correlacién propuesta, crecera en un factor de orden
10.

Nu=2+0,6-Re® - Pr'/? =2 +40,6 - 59405%° . 0,707"/% = 132,28

A partir del ntmero de Nusselt se puede hallar el nuevo valor del coeficiente de
pelicula h.

h - do Nu - kaz
N == =
u o = h @
132,2-0,026 )

Reemplazando el valor de h en la definicién del nimero de Biot, se obtiene:

h-(ro/3) _ 286,6 - (0,006/3)

Bi =
! ko 401

=1,429-1073

La hipotesis de temperatura homogénea continia siendo valida ya que el nimero
de Biot es < 0,1.

Si se calcula el namero de Biot (Bi*) definido en el apartado 6 utilizando como
longitud caracteristica el radio 7y en lugar de la relacion volumen/érea, ro/3, el
valor de Bi* sera tres veces mas grande que Bi, y aun asi, seguira siendo menor
que 0,1, por lo tanto, la hipotesis de homogeneidad de temperatura sigue siendo
valida.

Debido al incremento del ntimero de Reynolds la situaciéon del flujo alrededor de
la esfera es turbulento.
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Apartado 8

Si ademaés del incremento del nimero de Reynolds del apartado anterior, ahora
se considera una esfera de un material diferente (m), el ntmero de Biot tiene el
siguiente valor:

h-rg  286,6-0,006

Bi* =
YT e 1.6

= 1,075

Por tanto la hipotesis de temperatura homogénea en todo el cuerpo ya no es valida,
va que Bi* > 0,1. En este caso, al contrario que en la primera parte del problema,
la resistencia térmica de la esfera no es despreciable.

Apartado 9

Teniendo en cuenta que los dos materiales tienen la misma conductividad térmica,
el valor del namero de Biot en ambos casos serd el mismo que el calculado en el
apartado 8, Bi*,,; = Bi*,,2 = 1,075.

Sin embargo, el nimero de Fourier si seré diferente, puesto que cada material tiene
una difusividad térmica diferente.

amy -t 77107870
Fo*,, — om 't _ L — 0,1497
Om = Te 0,0062

Q.+t 8,5-1077-70
Fo*,,, = 2~ = 2 = 1,6559
Ome = T 0,0062

Con los valores obtenidos, solo para el segundo material se cumple la condiciéon de
que el nimero de Fourier sea mayor que 0,2, y por lo tanto, sélo para este material
se podria utilizar la ecuacion reducida (al primer término de la serie) del campo
de temperatura de una esfera.

Sin embargo, teniendo en cuenta que el nimero de Fourier en el primer caso es
0,1497, muy cercano a 0,2, se realizaran los calculos para evaluar los resultados
sabiendo que el error cometido en las estimaciones puede ser mayor al 5 %.

La temperatura en el centro de la esfera para un instante ¢ se obtiene a partir de:

TFO_T _ 2‘
0(0.1) =0y = 20~ _ 0, . (&7 Fo)
(,) 0 Ti_Too Le

Donde los valores de C y &7 se obtienen para un nimero de Biot a partir de tablas.
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Para Bi=1,07 — (7 =1,289 y & = 1,605

Reemplazando valores se calcula la temperatura en el centro de la esfera para cada
uno de los materiales.

Para el material (mq):

Trom, — T 1 ense.
Oo.m, = % — 1,289 - ¢~ (1,605%:0,1497) _ ) 8765

Tro.my = Oo.m, - (T; — Too) + Toe = 0,8765 - (66 — 27) + 27 = 61,17°C
Para el material (ms):
TFO,mQ - Too

O0.m = — 220 = 1,289 - ¢~ (16OTL0%0) — 00181

Tro0.my = O0.my - (Ti — Tio) + Too = 0,0181 - (66 — 27) + 27 = 27,71°C

Para obtener la temperatura en la superficie de la esfera se remplazan los valores
obtenidos para 6y en la siguiente ecuacion:

Trs — T 3 .
9(,’“7 t) _ FS _ 90 . sen (51 (T/To))
Ti - Too 51 : (T/TO)
Siendo r/rp = 1 para la superficie de la esfera.

Para el material (mq):

sen (&1 - 1) — 08765, 50 (1,605)

9(T07t>m1 = 90‘777,1 : 51 1 17605

= 0,5458

Trgm, =010, t)m, - (Ti — Too) + Too = 0,5458 - (66 — 27) + 27 = 48,28°C
Para el material (ms):

sen (& - 1) — 0.0181 sen (1,605)

H(TOat)"w = 90_77;2 : 51 .1 17605

=0,0113

Trsims = 0(ro, m, - (Ti — Too) + Too = 0,0113 - (66 — 27) + 27 = 27,44°C
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Observando los resultados obtenidos para ambos materiales, se pueden sacar las
siguientes conclusiones:

= El ntimero de Biot en ambos casos tiene el mismo valor (mucho mayor que
0,1) y por lo tanto, no se puede considerar la temperatura homogénea en
toda la esfera.

= Las temperaturas calculadas en el centro y la superficie en el primer material
son muy diferentes entre si lo que estd de acuerdo con la primera de las
conclusiones, es decir, no se puede considerar la temperatura homogénea en
todo el cuerpo.

= El ntmero de Fourier para el segundo material es mas grande debido a su
mayor difusividad térmica y por lo tanto, el transitorio térmico serd mas
rapido para este material.

= La utilizacion de las ecuaciones simplificadas para el primero de los materiales
puede hacer que los resultados obtenidos tengan un error mayor al 5%, ya
que el namero de Fourier es menor de 0,2.

= Sin embargo, para el segundo material, la temperatura en el centro y en la
superficie son practicamente iguales entre si e iguales a T, = 27°C. Esto sig-
nifica que el transitorio térmico ha sido tan rapido que para t = 70 s se puede
considerar que el transitorio térmico ha finalizado y todas las temperaturas
estan en equilibrio.
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5.7 Aislamiento térmico de un misil

Un misil tiene una geometria cilindrica con un didmetro exterior D = 0,2 m y
una longitud L = 3 m, coronado por una cabeza semiesférica de diametro D (ver
figura). El fuselaje o carcasa del misil es de aluminio y sus paredes tienen un
espesor ¢ = 0,003 m. Su interior contiene un gas inerte y también lleva una avio-
nica embarcada cuya masa consideraremos despreciable en cualquier transitorio
térmico.

El misil se lanza desde un avién en el instante ¢ = 0 con una temperatura uniforme
Ty = 270 K y alcanza instantaneamente una velocidad de vuelo de M = 3 de tal
forma que se establece una onda de choque que consideraremos plana tal como
muestra la figura. Tras la onda de choque, y por tanto en contacto con el misil,
la temperatura del aire es T, = 723 K y la velocidad relativa del aire es uy, =
260 m/s.

T,=723K
u, =260 m/s

El misil esta disenado para una misién cuya duracion es t,, = 30 s y durante este
tiempo la temperatura del gas inerte en su interior no debe sobrepasar los 500 K
para preservar la aviénica embarcada.

Las propiedades a considerar son:

Aire (at) y gas inerte (gi): Datos del aluminio (al):
Cpai = Cpgi = 1000 J/kg - K Cpar = 900 J/kg - K

pai = pai = 1 kg/m? pai = 2800 kg/m?

ki = kgi = 0,03 W/m - K ko = 240 W/m - K

Qai = g; = 3-107° m? /s Qg =9,52-107°5 m? /s
Vgi = Vgi = 2.107° Hl2/S

Pr—07

Considerar que el volumen de aluminio de forma simplificada se puede calcular
como: V= m-D-e- L, la superficie exterior expuesta A, = 7+ D - L, la longitud
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caracteristica Lcg = Vi /Aes = e, €l volumen del gas inerte Vy; = - (D—2¢)?-L/4
y la superficie de contacto entre el gas inerte y el fuselaje A;, = 7 - (D — 2¢) - L.

Se pide:

1. Comprobar que el calor acumulado durante el transitorio térmico en la car-
casa de aluminio es mucho mayor (al menos dos érdenes de magnitud) que
el acumulado en el gas inerte interior.

2. El coeficiente de friccién de un cilindro sometido a un flujo coaxial tiene
la misma expresion que el de una placa plana. Determinar el ntiimero de
Reynolds (Rer,) referido a la longitud L, el nimero de Nusselt (Nuy) corres-
pondiente y el coeficiente de pelicula h.,, teniendo en cuenta que gracias a
la geometria semiesférica frontal, podemos considerar flujo turbulento desa-
rrollado en todo el cilindro.

3. Determinar el namero de Biot (Bie,) y el nimero de Fourier (Fo.;) del
transitorio térmico aire-carcasa de aluminio para el instante ¢t = ¢,,.

4. Con la hipdtesis del enunciado y los resultados obtenidos en los apartados
anteriores justificar:

a) Que la temperatura de la carcasa de aluminio puede considerarse ho-
mogénea y por tanto dependiente Gnicamente del tiempo.

b) Que la ecuacion de conservacion de la energia aplicada a la carcasa de
aluminio puede escribirse de forma simplificada como:

dT'(t .
Cpal * Pal * Val . % - hew : Aez . (Too - T<t)) — Gin

Siendo, ¢;,, el calor por unidad de tiempo intercambiado entre la carcasa
de aluminio y el gas inerte interior, que de acuerdo con el apartado 1
puede despreciarse.

5. Resolver la ecuacion simplificada (despreciando el calor transferido al gas
inerte) del apartado anterior considerando la condicion inicial t = 0, T = Tj
y determinar el valor de la temperatura T' = T en la carcasa de aluminio
cuando t = t,,, y para t = t,,,/2.

6. Justificar que para resolver la evolucién temporal de la temperatura del gas
inerte podemos plantear la ecuaciéon:

AT (t)

i hig - Ain - (T = T(2))

Cpgi : sz‘ N Vgi :
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Siendo:

T*(t) la temperatura instantanea del gas inerte que supondremos homogénea
en todo el volumen y con condicién inicial: t =tg ; T* =T}

T'(t) la temperatura instantéanea de la carcasa obtenida en el apartado ante-
rior.

. La ecuacién diferencial del apartado 6 tiene solucién analitica dada por la

expresion:
T*(t) B TOO _—t/r 1 ( —t/T 7t/7'*)
To — T - ° +1—(T*/T) c c
Donde:
« kgi Le;iy, ke Lca
T = : T = ’
hin Qg hew Qg

Siendo: h, = 10 W/m? - K y Leiy = Vin/Ain = (D — 2¢) /4.

Determinar el valor de T*(15s) y T*(30s) y comparar este ultimo con el valor
limite de 500 K propuesto en el enunciado.

. Si T*(30s) > 500 K, se propone afiadir un aislante interno al fuselaje del

misil para garantizar que la temperatura interna no sobrepase el valor de
500 K.

D,

ais

D'2€=D2

Para predimensionar el aislante seguir los pasos siguientes:

a) Confirmar que aumentando el valor de 7* obtenido en el aparato 7 hasta
T = 18 s, efectivamente T*(30s) < 500 K.
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b) Justificar que el tiempo caracteristico de respuesta al transitorio del gas
inerte cuando se anade un aislante interior a la carcasa se puede escribir
como:

1 1/R.,

™ Cpgi pgi- Vi

Siendo R4 la resistencia térmica equivalente al flujo térmico por con-
duccién a través del aislante con conductividad térmica k,;s y espesor
€eqis, ¥ POT conveccion entre aislante y gas inerte con el mismo coeficiente
de pelicula h;, definido en el apartado 7.

¢) Determinar el valor de la conductividad térmica del aislante necesario
si queremos que el espesor e4;s sea de 1073 m.

Apartado 1

El calor acumulado por el aluminio y el gas inerte se puede expresar de la siguiente
forma:

Qac.al = Cpal * Pal * Vai - (T(?)OS) — TO)
Qac.gi = Cpgi - pgi - Vi - (T*(30s) — Tp)

Dividiendo ambas ecuaciones.

Qac.al _ Cpal * Pal * Val . (T(3OS) — TO)
Qac.gi Cpgi - pgi - Vyi - (T*(30s) — Tp)

Reemplazando valores se obtiene:

Qacat  900-2800-7-D-e-L-(T(30s) — Tp)
Qac.gi 100017 - (D —2e)?/4-L- (T*(?)Os) — To)

Qac.al (T(3OS) - TO) ACral
=160,7 ~———— =160,7 -
Qac.gi (T*(30s) — Tp) AT,

Teniendo en cuenta que la temperatura del aluminio en el instante analizado,
T'(30s), sera siempre mayor que la temperatura del gas inerte en el mismo instante,
T*(30s), el calor acumulado en el aluminio serd siempre al menos dos 6rdenes de

magnitud que el calor acumulado en el gas inerte.
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Apartado 2

La correlacion adecuada para este problema es:
Nuz = 0,037 - Re,%® - Pr'/3

El ntimero de Reynolds para este problema se puede calcular tomando como lon-
gitud caracteristica la longitud del misil ya que el flujo de aire es coaxial con el
misil.

R, _ UL _ 260-3
= T 2108

Rer, = 3,9-107

Reemplazando este valor en la correlacion se obtiene el nimero de Nusselt.

0,8
)

Nuy = 0,037-(3,9-107)° . 0,7'/3 = 38852,5

A partir de la definicién del ntimero de Nusselt se calcula el coeficiente de pelicula
entre el gas y la pared del misil.

hew * L Nuy, - kai

Nup = ek o N
38852,5 - 0,03

ex — 7’3 : = 388,5 W/H’l2 -K

Apartado 3

Para calcular el niimero de Biot y Fourier, primero se calcula la longitud caracte-
ristica como la relacion entre el volumen y el area exterior. Si se desprecia la parte
frontal esférica esta relacion volumen/area se puede expresar como:

" Vu w-D-e L
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Reemplazando valores se calculan el niimero de Biot y el nimero de Fourier como:

hew - Lo 388,5-0,003
ka 240

Bi= = 0,00486

-ty 9,85 107°-30

F = =
T2 0,0032

= 317,46

Apartado 4

a) Teniendo en cuenta que el numero de Biot es menor de 0,1, la hipotesis de
temperatura homogénea en el aluminio puede considerarse vélida.

b) Los términos de la ecuacion de la energia aplicada a la carcasa del misil son:

= Intercambio de calor por conveccién con el exterior:
heo - Aew - (To = T(1))
= El calor acumulado en el aluminio:
Cpal * pat - Var - dT(t)/dt
= Intercambio de calor por convecciéon con el gas inerte:
Gin = hin - Ain - (T(t) — T*(t))

Por lo tanto, la ecuacion de la energia puede expresarse como:

dT'(t .
Cpal * Pal * Val : % = hez 'Aea; : (Too - T(t)) — Gin
Apartado 5
La ecuacién diferencial:
dT'(t
Cpal * Pal * Val . % - he:r . Ae:c . (Too - T(t))
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Tiene como solucion:

Tt) — T . t .
IEO)—ij—’OO = eft/T siendo ; = Fo - Bi

Para t = t,, = 30s, se puede calcular el tiempo caracteristico a partir de los valores
del nimero de Biot y Fourier obtenidos en el apartado 3.

b Fo.Bi=31746-0,00486 = 1,542 = r=19458s

T

Despejando de la solucion de la ecuacion diferencial el valor de T'(30s) y reempla-
zando valores se obtiene:

T(30s) = e7H/7 - (Ty — Too) + Too = €~ 1742 (270 — 723) + 723

T(30s) = 626,1 K

Parat =t,, = 15s

t 15

7 19,458

= 0,771

T(158) = e Y7 (Ty — Tio) + Too = 0771 (270 — 723) + 723

T(15s) = 513,4 K

Apartado 6

Dado que la temperatura en el aluminio la podemos considerar homogénea, tal
como se justifico en el apartado 4a, se puede plantear el transitorio térmico de
forma que T, ahora es la temperatura del aluminio T'(¢).

dT*(t %
Cpgi *Pgi * Vgi ' % = hln : Am ! (T(t) =T (t))

Siendo T™*(¢) la temperatura del gas en el interior del misil.
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Apartado 7

Dado que la ecuacion diferencial del apartado 6 tiene solucién analitica dada por
la siguiente expresion, en la que Ty, es la temperatura del aluminio en el instante
considerado.

T(t) —Too _ i) 1

. —t/T _ —t/T"
To — To Tz (e )

(7*/7)

Se puede despejar la temperatura del gas inerte y resolver la ecuacion para t = 30s
y t = 15s tal como se resolvid en el apartado 5 para la temperatura del aluminio.

* —t/T" 1 —t/T —t/T*
T(t): Bt/ +m(6 t/ —Et/ ) (TO_Too)+Too

Primero se debe calcular el tiempo caracteristico 7* para el gas inerte. Para ello, se
define como longitud caracteristica del interior del misil a la relacion volumen/area
de forma similar a como se realizo en el apartado 3 para el exterior del misil.

Ve _m (D24 L _
“in = AT Tx (D—20-L

(D — 2¢e)/4 = 0,0485
Con este valor de longitud caracteristica se puede calcular el tiempo caracteristico
de acuerdo a como estéi definido en el enunciado.

kgi . Lc.in _ 0703 i 0,0485
hin g 10 3-1075

Para t = t,,, = 30s, el valor de T, = T'(30s) = 626,1 K:

*

LT i — 6,180 ; — = 0,249
T T T
1

T _ | .—6.180 )
(30s) e + 10249

(e71:542 — ¢=6180) | (270 — 626,1) + 626,1

T*(30s) = 594,2 K
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Para t = t,,, = 15s, el valor de T, = T'(15s) = 513,4 K:

*

o, i — 3,003 : - —=0,249
T T T

1

T* 158) = —3,093
(15s) = le T 10249

(eTOTTL 7 3093) | (270 — 513,4) + 5134
T*(15s) = 450,7 K

Apartado 8

a) Tomando como 7* = 18s y repitiendo los calculos realizado en el apartado
anterior, se verifica que T*(30s) < 500 K.

Para t = t,, = 30s, el valor de T\, = T'(30s) = 626,1 K

*

T 152, i — 1,667 : = =0,295
T T T

1

T* 30 — 71,667
(30s) = e t 1095

(e71542 _ ¢=1667) | . (270 — 626,1) + 626,1

T*(30s) = 485,5 K

Queda confirmado que para el valor de 7* = 18s, se verifica que T*(30s) <
500 K.

b) Partiendo de la expresion dada en el apartado 7 para el tiempo caracteristico
7* y la longitud caracteristica interior L. ;.

kgi Lcin ‘/zn
= g . n L.. —
T hln g Yy c.in Azn

Reemplazando el valor de la difusividad térmica por ag; = kgi/pgi - Cpgi, ¥
operando convenientemente se puede obtener que:

T* B Cpgi * Pgi - sz
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El término A;, - h;, es la inversa de la resistencia térmica cuando no hay
aislante (1/R).

1 1/R

T - Cpgi * Pgi - sz

De igual forma se puede definir una resistencia térmica equivalente (Req)
cuando existe un aislante interior y expresar la inversa del tiempo caracte-
ristico como:

1 1/R.,

T Cpgi- pgi- Vi

Donde R, se puede calcular como:

Req = — T

Siendo, A;, = 7- D - L cuando existe aislante interior y el didmetro interior
(D1), de acuerdo al enunciado, es D1 = ((D — 2¢) — 2eqs).

Para calcular el valor de debe tener la conductividad del aislante (kq;5) para
que el espesor de éste no sea mayor de 1 mm. Primero se puede despejar
el valor de la resistencia térmica equivalente R., de la expresion del 7,
sabiendo que este debe ser igual a 18 s.

1 1/R. *
1 VR g T
T Cpgi *Pgi - sz Cpgi * Pgi - sz

Siendo V;,, = 7 - D12 /4 - L cuando existe aislante interior . Reemplazando
valores.

18
10001 -7-0,1922/4 -3

Reg = =0,2072 K/W

Una vez obtenido el valor de R, se puede despejar la conductividad térmica
del aislante de la expresion de R.q.

k‘ o 1 hl(Dg/Dl)
" Reg— (1/(Ai - hin))  2-m-L
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Reemplazando valores se obtiene:

1 In (0,194/0,192)

T 0,202 — (1/( - 0,192 3- 10)) 273

kais

kais = 0,0036 W/m - K

El valor obtenido es un valor extremadamente bajo para una conductividad
térmica que solo lo cumplen aislantes denominados “super aislantes” y que
son empleados con regularidad en la industria aeroespacial.
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5.8 Satélite en el espacio

Un satélite geoestacionario tiene una masa equivalente m = 3500 kg y un calor
especifico equivalente Cp = 500 J/kg - K. En el transcurso de su érbita se expone
alternativamente a la radiacion solar con una potencia (RS), o queda eclipsado
(RS = 0). El satélite genera calor con una potencia (P) debido a sus equipos
de a bordo, y emite calor por radiaciéon hacia el espacio exterior con una potencia
RE=¢Ao-(T*—Tg E4), siendo T la temperatura del satélite, que consideramos
homogénea y variable en el tiempo, y Tgg la temperatura del espacio exterior que
consideraremos despreciable frente a T'.

Se utiliza la siguiente nomenclatura:

A: es la superficie exterior efectiva del satélite (A; cuando esta expuesto y Ao
cuando esté eclipsado)

e: es la emisividad efectiva del satélite (e; cuando esta expuesto y ez cuando esté
eclipsado)

o: es la constante de Stefan-Boltzman = 5,67 - 1078 W/m? . K*
Trg: es la temperatura absoluta del espacio exterior ~ 0

Nota: En la figura siguiente se representa esquematicamente la evolucion de la
temperatura durante los procesos de calentamiento y enfriamiento que sufre el
satélite durante un ciclo de 24 hs. Esto es solo a efectos didacticos, ya que un
satélite de estas caracteristicas, permanece no mas de 15 minutos en sombra total
vy 1 hora en penumbra, el resto del tiempo esta recibiendo radiacién solar.

€T TEel
33333Kee

330 A

310
290 1
- 270 1
250 1
230 1

{7 (ans)

210 +

200K €—1
190
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Se pide:

1. A partir del principio de conservaciéon de la energia plantear las ecuaciones
de los transitorios térmicos del satélite cuando esta expuesto y cuando esta
eclipsado (las que denominaremos ec.1 y ec.2 respectivamente)

2. Obtener las ecuaciones para poder relacionar las temperaturas de equilibrio
Tg1 y Tge de los transitorios térmicos anteriores con los parametros del
problema. Las temperaturas Tr1 y Tre son dos temperaturas caracteristicas
extremas que hay que compatibilizar con el rango de operacion / funciona-
miento de los equipos e instrumentos del satélite. El valor de disenio es en
este caso: Tg1 = 350 Ky Tro = 200 K

3. Comprobar que las ec.1 y ec.2 del apartado 1 se pueden escribir de forma
adimensional como:

d(T/Tey) 11— (T/Ti)

A O 1

d(T/Tps) _ 1 (T/Tpa)*
d(t/m2) 1

ec.4

Siendo: 7, y 72 dos tiempos caracteristicos de los procesos no estacionarios
descritos en las ec.1 y ec.2, y que vienen dados por:

m-Cp
T = 3
4'61'A1'O"TE1
m-Cp
T2

:4'62'A2'U'TE23

Comprobar que el cociente admiensional ¢/7 es proporcional al cociente
Fo/Pl, siendo Fo el nimero de Fourier y Pl el namero de Planck.

4. Teniendo en cuenta que la ec.3 puede integrarse y la soluciéon de dicha integral

es:
¢ 1 1+ T/Ts T
_ Ci=2-|=-1 P el t R
o {2 n<1—T/TE1>+ang<TE1)]

Obtener la constante de integracion C si para el instante t = 0 la tempera-
tura del satélite es T(0) = 210 K (5% maés alta que Tg2).
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5. Determinar el valor del tiempo caracteristico 7 para que 12 horas después
del instante ¢t = 0 (tiempo que el satélite esta expuesto a la radiacion solar)
la temperatura del mismo sea T'(12hs) = 333,33 K (5 % mas baja que Tg1).

6. Determinar el valor del producto €; - A; que deben tener las paredes del
satélite durante el tiempo de exposicidon, para garantizar el valor de la tem-
peratura T'(12hs) del apartado anterior.

7. Teniendo en cuenta que la ec.4 del apartado 3 puede integrarse y la solucién
de dicha integral es:

t 1 T/TE2+1 T
_ Co=2-|=-1 P t R
n {2 D(T/TE2—1>+arcg<TE2)]

Obtener la constante de integracion Cy si para el instante ¢/ = 0 1la 77(0) =
T(12hs) = 333,33 K.

8. Determinar el valor del tiempo caracteristico 75 para que 12 horas después
del instante ¢/ = 0 (tiempo que el satélite esta eclipsado) la temperatura del
mismo sea 7”(12hs) = 210 K.

9. Determinar el valor del producto €3 - As que deben tener las paredes del
satélite durante la etapa en que el satélite esta eclipsado, para garantizar el
valor de la temperatura 7”(12hs) del apartado 8.

10. Determinar la relacion de potencias adimensional RS/P durante el tiempo
de exposicion para satisfacer las condiciones del problema.

Apartado 1

Planteando la ecuacién de la energia de forma genérica para el satélite se obtiene:

T
Cp~m-%:P+[RSfe~A-a-(T4—TEE4)}

Siendo el término de la izquierda el que caracteriza el transitorio térmico, P es el
calor generado por el propio satélite y el término entre corchetes es la diferencia
entre la radiacion recibida, debida al sol, y la radiaciéon que emite el satélite al
espacio exterior.

Teniendo en cuenta que la temperatura del espacio exterior la podemos despreciar,
se caracterizara la ecuacién para los dos casos.
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Para el caso que recibe radiacion solar (ec.1):

C’p-m~%:P+RS—61~A1-U~T4

Para el caso que esté eclipsado (ec.2):

Cp~m-£:P—62-A2-O'-T4
dt
Apartado 2

Las temperaturas de equilibrio se alcanzan cuando el transitorio térmico a finali-
zado, es decir cuando dT'/dt = 0. Por tanto planteando las ecuaciones anteriores
cuando este término es cero, podemos obtener:

Para el caso en el que recibe radiacién solar:

dT
Cp'm'a:P+RS—61'A1'CT'TE14:0
oo (PHRSN
B 61'A1'O'

Para el caso en el que esta eclipsado:

dT
Cp-m~E:P—€2-A2~U-TE24:O

_ P 1/4
B2 = 62'142'0'

Apartado 3

Cuando el satélite estd expuesto y alcanzamos la temperatura de equilibrio se
puede escribir que:

P+RS:€1'A1'U-TE14
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Reemplazando en la ecuacion obtenida en el apartado 1 (ec.1):

dr

Cp-m-E:61'A1'O"TE14—61'A1'0"T4
dT El'Al'O' 4 4
=V (Tt T
dt Cp-m (T )

A partir de la definicién dada en el enunciado para el tiempo caracteristico 7.

m-Cp
4-61~A1-0'~TE13

T =

Se obtiene:

ar  (Tg* —T%)

dt A7 T

Multiplicando y dividiendo por Tg1? y operando convenientemente, se puede ob-
tener la ecuacion del enunciado (ec.3).

d(T/T) 11— (T/Tm)
d(t/Tl) n 4

Procediendo de la misma forma para el caso en el que el satélite esta eclipsado.
PZGQ'AQ'O'TE24

Reemplazando en la ecuacion del apartado 1 (ec.2).

dr
Cp'm'ﬁ:GQ'AQ'O—‘TE24_62'A2'O—'T4

dT 62'A2'O' 4 4
=2 T (Tt T
dt Cp-m (T2 )

Usando la definicion del tiempo caracteristico 7 dada en el enunciado, se obtiene:

aT  (Tgx"' —T*)

dt 4.7y Tg)®
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De igual forma que se realizé anteriormente, multiplicando y dividiendo por Tgo*
y operando convenientemente, se puede obtener la ecuacion del enunciado (ec.4).

d(T/Tp) _ 1~ (T/Tps)*
d(t/72) 4

Apartado 4

Partiendo de la solucién de la ecuacion diferencial dada en el enunciado se puede
despejar la constante de integraciéon C'.

1 (1+T/Te T ¢
—9. |2 (22 2B N L | L
@ [2 ! <1—T/TE1) are g(TElﬂ T

Resolviendo la siguiente ecuacion para t = 0, teniendo en cuenta que para este
instante T'(0) = 210 K y la temperatura de equilibrio Tk = 350 K.

1 (1+210/350 210
Cr=2- | In( T2/ tg (= )| = 2,467
! [2 n(1210/350) +arcg<350)} ’

Apartado 5
Para t = 12 hs (43200 s) la temperatura del satélite es T'(12hs) = 333,33 K.

Despejando el tiempo caracteristico en la solucion de la ecuacion diferencial, y
reemplazando valores, se obtiene:

1 1+ T/Tg T -t
—{92. |2 . n( =222 i | .
n={o g (i) ()] -}

1 1+ 333,33/350 333,33 =
— 9. S (222205900 t — 24 432
n { [ . (1 - 333,33/350) +arc g( 350 )] : 67} 3200

1 = 15604,7 s
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Apartado 6

Partiendo de la definicién del tiempo caracteristico 71, se puede despejar el valor
necesario de €1 - Ay para cumplir con las condiciones del problema.

m-C m-C
T1 = P 3 = €1-A = _meEP 3
4-61~A1-0'~TE1 4'7—1'0"TE1
Reemplazando valores se obtiene:
3500 - 500

= 11,53 m?

LA =
T 156047 - 5,67 - 105 - 350°

Apartado 7

Partiendo de la solucién de la ecuacion diferencial dada en el enunciado se puede
despejar la constante de integracion Cs.

1 T/Tre + 1 T t
—9. |2 . n(2LEE2 T2 to [ )| - &
e [2 ! <T/TE2 - 1) arcts (Tmﬂ T2

Resolviendo la siguiente ecuacion para t’ = 0, teniendo en cuenta que para este
instante 77(0) = 333,33 K y la temperatura de equilibrio Trs = 200 K.

1 . (333,33/200+1 333,33
Cop=2.|= In( 2222/ 2 t : = 3,447
2 [2 . (333,33/200 - 1) - arctg ( 200 )} ’

Apartado 8
Para ¢’ = 12 hs (43200 s) la temperatura del satélite es T'(12hs) = 210 K.

Despejando el tiempo caracteristico en la solucion de la ecuacion diferencial, y
reemplazando valores, se obtiene:

B 1 T/Tgs +1 T -
n={o |y (Pt ) vare ()] - o) o

Ta=122-|z-In{=t——— | tarctg | = || — 3,44 - 432

5 = 220045 s

[\]

N}
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Apartado 9

Partiendo de la definiciéon del tiempo caracteristico 7o, se puede despejar el valor
necesario de €5 - Ay para cumplir con las condiciones del problema.

Ty = P 3 = €9 * A2 = —p3
4'62‘A2'0"TE2 4'7’2'0"TE2
Reemplazando valores se obtiene:
3500 - 500

€r- Ay = =42,11 m?

4-22904,5 - 5,67 - 108 - 2003

Apartado 10

Partiendo de las expresiones obtenidas en el apartado 2 para las temperaturas de
equilibrio y haciendo el cociente entre ellas, se puede obtener:

P+ RS
@ 4261-A1-U:(P+RS)’62'A2
TE2 P P €1 - Al
€9 A2 0
Ten\' e-A; RS+P RS
Tro €2 Ag P P
RS _ (T \" a A
P \ Tk €3+ Ay
Reemplazando valores se obtiene:
RS (350\* 11,53
—=—=] - Z==-1=1
P <200> 42,11 1568
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5.9 Transitorio de un cuerpo sumergido en un
recipiente

Un cuerpo de masa m 4 y capacidad calorifica C'p4, con una temperatura inicial
T4 se sumerge en el instante ¢ = 0 en un recipiente que contiene un fluido con
una masa mp, una capacidad calorifica Cpr y una temperatura inicial Trg, de
tal forma que Trg < Tap. El recipiente esté calorifugado, es decir, se supone
adiabatico, hacia el exterior.

El cuerpo intercambia calor con el fluido tinicamente por conveccién, siendo el
coeficiente de pelicula h y la superficie de intercambio A.

A partir del instante t = 0 el cuerpo sufre un enfriamiento y el fluido un calenta-
miento con un transitorio de temperatura, siendo T4(t) y T (t) las temperaturas
instantaneas del cuerpo y el fluido respectivamente.

Primera Parte

Supondremos en esta primera parte, que tanto en el cuerpo como en el fluido la
temperatura es uniforme.

Se pide:
1. Plantear la ecuacién de la conservacion de la energia para el sistema formado
por el cuerpo y el fluido durante el transitorio, tanto para el flujo instantaneo

de calor, como para el calor total intercambiado hasta un instante genérico
t.

2. Determinar una expresion para la temperatura final de equilibrio, T, entre
el cuerpo y el fluido.

3. Dibujar en forma esquematica la evolucion de la temperatura Ty (t) y Tr(t)
en funcién de ¢, indicando en el esquema el valor de Tg.

4. A partir de las ecuaciones planteadas en el apartado 1, demostrar que la
temperatura instantanea del fluido Tr(t) se puede escribir en funcion de la
temperatura instantdnea del cuerpo T4 (t), como:

Tp(t) = Trpo — M - (Ta(t) — Tao)

Siendo M el cociente entre (ma - Cpa)/(mp - Cpr)
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5. A partir de los apartados 1 y 4 demostrar que la solucion para el transitorio
de temperatura del cuerpo es:

Tao — Tro

Ta(t) —Tao = Y

(e =)

Siendo el tiempo caracteristico 7 = (ma - Cpa)/[h-A- (1 + M)]

6. Comprobar que si M — 0 la expresion obtenida en el apartado 5 coincide
con la obtenida con la siguiente expresion para la temperatura adimensional:

T —T _ 7( 1A )At
To— T
Justificar fisicamente qué implica M — 0.
7. Determinar el valor de T4(t) si M — oo. Justificar fisicamente qué implica
M — oo.
Segunda Parte

Suponemos que el cuerpo es una esfera de aluminio de didmetro d = 10 mm y el
fluido es aire contenido en un recipiente ciuibico. Las propiedades del aluminio y
del aire, asi como un esquema se presentan a continuacion:

T 7 Aluminio (4) Aire (F)
p [kg/m?] 2700 1,2
L Cp [J/kg K] 900 1000
J ko [W/m-K| 240 0,028
B v [m? /s 1,6 -107°
Pr 0,69

8. Para unas condiciones iniciales T4g = 80°C y T49 = 20°C, siendo ademés
M = 0,25, determinar el valor de Tg. Si queremos incrementar el valor de
Tg {Cémo debe modificarse M?

9. Determinar los valores de Tx(7) y de Tr(7). jPara qué tiempo se puede
suponer que el transitorio ha finalizado?

10. El aire en el recipiente se mantiene en movimiento con una velocidad efectiva
de 80 m/s. Determinar el valor de nimero de Nusselt (Nu) y el valor del
coeficiente de pelicula h.
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11.

12.

13.

14.

15.

Calcular el tiempo caracteristico 7 y el nimero de Biot de la esfera. Discu-
tir la hipotesis de temperatura uniforme homogénea en la esfera durante el
transitorio, aceptada hasta ahora. Nota: Bi=h-V/(ks - A)

Proponer algtn estimador para decidir si la temperatura en el fluido es ho-
mogénea durante el transitorio. Justificar tedricamente la elecciéon y obtener
valores numéricos para el caso planteado en el problema. Dar una opinién
basada en razonamientos cuantitativos o cualitativos acerca de la posibilidad
de esta homogeneidad.

Un método para garantizar que la variacién espacial de temperatura en el
fluido sea pequena, y por lo tanto, que se pueda suponer homogénea, es
acercar el valor de Tg a Tro. Determinar la capacidad del deposito de aire
necesaria para que el nuevo valor de Tr™ difiera solo en un 10 % de Tro.

Determinar el nuevo valor del tiempo caracteristico 7* con los resultados del
apartado anterior y compararlo con el valor de 7. Justificar fisicamente el
resultado.

Suponiendo que Tr = cte = Trgg, calcular los nuevos valores de 7y T (37)
que denominaremos 7** y T4(37**). Realizar la comparaciéon con los re-
sultados obtenidos en 13 y 14. Discutir que error se comete al hacer esta
suposicion.

Apartado 1

Teniendo en cuenta que el calor intercambiado con el exterior es nulo (recipiente
adiabatico), el tnico intercambio de calor se produce entre el cuerpo y el fluido,
siendo el calor cedido por el cuerpo el que absorbe el fluido. Por tanto el balance
de energia se puede plantear de la siguiente forma:

q(t) = qa(t) = qr ()

El signo menos tiene en cuenta que el cuerpo se enfria y el fluido se calienta.

dT'y (t)
dt

AT ()
dt

q(t) = —ma - Cpa - =mp - Cpp -

Teniendo en cuenta que el calor cedido por el cuerpo se transfiere al fluido por
conveccion la ecuacion anterior puede expresarse como:

dTA(t)
dt

q(t):—mA-CpA- =h-A- [TA(t)—TF(t)}
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Para un instante ¢ cualquiera el calor total intercambiado se puede determinar
como:

Q(t) =—-my-Cpy - [TA(t) — TAO] =mp - -Cpp - [Tp(t) — TFO]

Apartado 2

La temperatura de equilibrio se alcanzara en el instante t en el que la temperatura
del cuerpo y el fluido son iguales, es decir:

T =Ta(t) =Tr(t)
Por tanto la ecuacién obtenida en el apartado anterior queda como:

—ma - Cpa - [Tg —Tao] = mp - Cpr - [Tg — Tro)

my - Cpa
A PR T —Twl = [Te =T
. [AO E] [E FO]

Si se define M como el cociente (m4 - Cpa)/(mp - Cpr).
M - [Tao — Tg] = [Tp — Tro)

Finalmente se se despeja T, obteniendo:

T M -Tao+Tro
Em M

Apartado 3

La evolucion de las temperaturas del cuerpo T4(t) y del fluido Tr(t) deben ser
asintdticas a la temperatura de equilibrio Tg. En la figura 5.9.1 se indica de forma
esquemética la variacion de las temperaturas del cuerpo y el fluido durante el
transitorio térmico.
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E 4
‘_E Ty
2
5
[—

Ty

Te(1)
I I I I
Tiempo (f)

Figura 5.9.1: Representacion esquematica de la variaciéon de temperaturas del cuerpo
y el fluido

Apartado 4

De la ecuacion obtenida en el apartado 1, se puede despejar la temperatura del
fluido en funcién de la temperatura del cuerpo y obtener:

q=-ma-Cpa-[Ta(t) —Tao| =mp - Cpp - [Tp(t) — Tro]

—% [Ta(t) = Tao] = [Tr(t) — Tro]

Tp(t) = Tro — M - [Ta(t) — Tao)

Apartado 5
Sustituyendo la ecuaciéon obtenida en el apartado 4 en la ecuacion para el calor

instantaneo obtenido en el apartado 1, se obtiene:

—my - Cpy - dTA(t)/dt =h-A- [TA(t) —Tpro+ M - (TA(t) - TAO)]

_mya - Cpa dTa(t)

WA T :[TA(t)-(l-i-M)—TF(]—M-TAO]
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Definiendo:

mya - Cpa

a=(1+M) ; b=-Tpo—M Ty ; c= A

La expresion anterior queda como:

dTA(t) B
7 a-Tya(t)+b
dTA(t)
—c-————>— =t
¢ a - TA(t) + b

Integrando la ecuacién anterior:

1
—c-=-In(a-Ta(t)+b) =t +cte
a

Si se aplica la condicion inicial: Ty = T4g para t = 0:

cte = —2 -In (a-TAO—i—b)

Sustituyendo el valor de la constante en la ecuacién integrada:

_Céln(aTA(t)—Fb):t—g1n(aTA0+b)

Operando se llega a:

a-Ta(t)+b o—(at/o)
a-Tao+b

Sustituyendo los valores de los parametros a, b y ¢ se obtiene:

Ty (t) —Ta0 _ 1 '
Ta0 — Tro 1+ M

(e~ _1)

Siendo 7 = (ma - Cpa)/(h-A-(1+ M))
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Apartado 6

Suponer que M — 0 es asumir que la capacidad térmica del fluido del depo6sito es
infinita, por tanto la Tr(t) = cte = Try.

1 -C -C
T = .mA Pa = T—u

(1+M) h-A T hA

Reemplazando el valor de M en la ecuaciéon obtenida en el apartado anterior.

Ta (t) —T4o _ 1 .
Tao — Tro 140

(e—(t/T) — 1)
Ta(t) — Tap = (Tao — Tro) - e~ — (Tap — Tro)

Ta(t)—T
at) = Tro _ —@/m)

Tao—Tro
Apartado 7

Suponer que M — oo es asumir que la capacidad térmica del cuerpo es infinita,
por tanto la T4 (t) = cte = Tao.

Ty (t) —Tro

=0 = Talt)=T
Tao — Tro al®) o

Apartado 8

Reemplazando valores en la ecuaciéon obtenida en el apartado 2.

M -Tao+Tro  0,25-80+20

= = 20
1+ M 1+0,25 32°C

Tk

Si se quiere incrementar el valor de la temperatura de equilibrio, lo que se debe
hacer es incrementar el valor de M, o lo que es lo mismo, incrementar la capacidad
térmica de la esfera. Esto se puede hacer o incrementando su masa o haciéndola
de un material con un calor especifico mas grande. El limite para la temperatura
de equilibrio seréd siempre la temperatura inicial del cuerpo T4q.
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Apartado 9

Reemplazando valores en la ecuacion obtenida el apartado 5, para t = 7, se puede
calcular el valor de T4 (7):

Tao —T.
Ta(r) = Tao + “A0 210 (e—u/r) _ 1)

1+M
80 — 20

Ta(t) =80+ ——— - (e7' — 1) = 49,66°

A(T) =80+ 7 0.5 (e ) = 49,66°C

Reemplazando valores en la ecuacién que describe la evolucién de la temperatura
del fluido, se puede calcular el valor de Tr(7):

TF(T) =—-M- (TA(t) - TA()) + TFO

Tr(7) = —0,25 - (49,66 — 80) + 20 = 27,59°C

Un criterio razonable para asumir que el transitorio térmico ha finalizado es cuando
la diferencia entre la temperatura de la esfera y el fluido, respecto a la temperatura
de equilibrio, tienen un valor en torno al 5% del valor inicial.

Para la esfera: ATy = Tyg — T = 48°C — 5%AT, = 2,4°C.
Para la esfera: ATy = Tpg — T = 12°C — 5%ATg = 0,6°C.

Por lo tanto se puede considerar que el transitorio ha finalizado cuando T4 (t) =
34,4°C y Tr(t) = 31,4°C.

Estos valores de temperatura se alcanzan cuando t = 37.

80 — 20

T - S
'a(37) =80+ 15025

(e7® —1) =34,39°C

Tr(37) = —0,25 - (34,39 — 80) + 20 = 31,40°C
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Apartado 10

La correlacion propuesta por Whitaker, para flujo externo sobre una esfera, es ade-
cuada para hallar el namero de Nusselt. Se asume que el cociente de viscosidades
es igual a 1, dado que la viscosidad del aire, en el intervalo de temperaturas del
problema, no varia de forma muy acusada.

1/4
Nu =2+ [074 "Re'/2 40,06 - Re2/3} POt ('“00>
Hs

El ntimero de Reynolds para este problema se calcula como:

w-d _ 80-0,01

Re — -
T s T 16-10-5

= 50000

Reemplazando valores en la correlacion de Whitaker:

Nu =2+ (0,4 - 50000/ + 0,06 - 500002/3} -0,69%% . (1)1/4 = 149,31

A partir de la definicién del ntmero de Nusselt se puede hallar el valor de h.

h-d Nu- kg
N = — =
u o = h 7

_ Nu-kg 150,160,028

h =
d 0,01

=418,1 W/m? - K

Apartado 11

Primero se calcula la el area transversal, el volumen, y la masa de la esfera.
A=7-d®=7-0,012=3,14- 104 m?
Via=m-d3/6=m-0,013/6=52-10"7 m®
ma="Va-pa=52-10"7-2700 =1,41-1073 kg

Ahora el nimero de Biot se puede calcular como:

h Vi 4181 52-1077
Bi= —.— = : = 0,0029
"T kA AT 240 314-10-% 7
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Teniendo en cuenta que el numero de Biot es menor de 0,1 la hipétesis de tempe-
ratura homogénea en el cuerpo puede considerarse como vélida.

Reemplazando los valores obtenidos también se puede calcular el valor de 7.

1 ma-Cpa 1 1,41 -1073 - 900

(1+M) h-A — (1+0,25) 418,1-3,14-104

=775s

Apartado 12

Un estimador puede ser el numero de Peclet, si este ntimero es lo suficientemente
grande indica que la conveccion es predominante a la difusion térmica en el fluido,
por lo tanto, habra un importante gradiente local de temperatura (zona de con-
tacto entre la esfera y el fluido), pero luego la temperatura en el resto del fluido
permanecerd practicamente constante.

El namero de Peclet se define como:

-L
Pe= L~
o

Donde: u es la velocidad del fluido, L es la longitud caracteristica, en este caso el
lado del cubo y « es la difusividad térmica (k/p - Cp).

Para calcular el lado del cubo, se puede calcular la masa de fluido a partir del M
y con este valor estimar el volumen necesario para contenerlo.

. 1 .
o malra 1 maCpa
mr - Cpp M Cpr
1 1,41-1072-900
mp = S T —504-107% kg

0,25 1000

Con este valor de masa de aire se puede calcular el volumen necesario para conte-
nerla.

5,04-1073
Vp= "0 2200 2 42,1073 md
PF 1,2
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Teniendo en cuenta la geometria del problema se puede calcular el lado del cubo
de la siguiente manera:

d3 d3
VF:L3—7T-€ = LZBVF-I-( )

3
L= \3/4,2-10—3 + (m 0,21

Con este valor de la longitud caracteristica se puede calcular el nimero de Peclet:

) =0,162 m

po— L _ .. PECrr
ap k/’F

1,2 - 1000
Pe=280-0,162- 2=——— =555-107°
¢ ’ 0,028 ’

Teniendo en cuenta que el nimero de Peclet es lo suficientemente alto se puede
considerar que la temperatura del fluido es homogénea, aunque existan gradientes
locales de temperatura elevados.

Apartado 13

La temperatura de equilibrio en este apartado se impone en un 10 % mas que la
temperatura inicial del fluido, es decir Tg* = 22°C.

De la ecuacion del apartado 2 se puede despejar el nuevo valor de M* para la Tg".

M* - Ty + Tro Tro —TE"
T = M*:i
B 1+ M* = Tg* —Tao
20 — 22
* = = 4
59— 80 0,0345

A partir de la definicion de M* se puede calcular la masa de aire mp* necesaria
para cumplir esta condicion.

ma4 - Cpa
mp* - Cpr

1 my - Cpay

M* = —
M* Cpr
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Reemplazando valores, se obtiene:

1 1,41-1073 - 900
©0,0345 1000

*

mp =3,69-1072 kg

*3,69-1072
VF* = mr = ’ — 3,07 * 1072 m3

PF 1,2

Teniendo en cuenta la geometria de la misma forma que en el apartado anterior,

se obtiene:
3 d3
Vir=L®—71-— = L*'=¢Vp+(r —
6 6
L*=10,313m

Apartado 14

Reemplazando los valores obtenidos en el apartado 13 se puede calcular el valor
de 7*.

1 ma - Cpa 1 1,41 -1073-900

=936s

*

T Ta+MY) h-A T (1+0,0345) 418,1-3,14-10-4

80—20 ,

. _ — (¢]
Trooss (¢ 1) =289

Ta(37%) = 80 +

El valor de 7* es mayor que el de 7, dado que la temperatura de equilibrio es méas
baja y por tanto el tiempo en el que se alcanza el equilibrio es més grande.

Apartado 15

Si ahora la temperatura del fluido es constante Tr = cte = T, la nueva tempe-
ratura de equilibrio es Tg** = Tro = 20°C. Asumir que Tr = cte implica que la
capacidad térmica del fluido es infinita y por tanto M** = 0.

El valor de 7**. se puede calcular como:

1 : 1 141-10°%.
- maCpa _ AL1072.900 oo

T (A+M™)  h-A ~ (1+0) 4181-314-104
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La temperatura de del fluido para 37** es:

80 — 20
140

Ta(37**) =80+ (e7® —1) =22,99°C

El tiempo caracteristico es practicamente igual (3% de diferencia), pero las tem-
peraturas difieren en torno al 10 %.
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5.10 Placa de titanio

Un prisma rectangular de titanio (como el de la figura) se retira de un horno,
estando todo el material de la pieza a una temperatura 7; = 180°C. La pieza
se introduce en ¢ = 0 en una corriente de aire longitudinal con una velocidad
Uso = 0,2 m/s y una temperatura T, = 20 °C.

H=025m
e =0,025 m
b=0,1m

H Las dimensiones de la placa son:
I, u,

Las propiedades del aire y del titanio se pueden considerar constantes y son:

Datos del Aire: Datos del titanio:
ke; = 0,03 W/m - K ki =22 W/m - K

Vai = 2,3-107° m? /s pri = 4500 kg/m?>

B =268-10"3 Cpy; =522 J/kg - K
Pr=0,711 ay =9,32-107% m?/s
Se pide:

1. Verificar si el intercambio de calor por convecciéon entre el aire y la pieza se
puede considerar como conveccion natural (libre), conveccion forzada o hay
que analizarla como un efecto combinada de ambas.

2. En funcion de la respuesta del apartado 1, elegir la correlacién adecuada
para el calculo del numero de Nusselt y calcular el coeficiente de pelicula h
entre el aire y la pieza.

3. Verificar que se puede aplicar, durante el transitorio térmico, el método de
la resistencia térmica despreciable y plantear la ecuacion diferencial que con-
trola el proceso.

4. Asumiendo que la respuesta del apartado 3 es afirmativa, calcular el tiem-
po caracteristico del problema y calcular el tiempo cuando ha transcurrido
aproximadamente el 95 % de transitorio térmico. Calcular el tiempo que se
tarda en alcanzar en el centro de la pieza la temperatura de 100°C y el valor
del namero de Fourier en este instante.

5. Para disminuir el tiempo de enfriamiento se aumenta la velocidad del aire de
forma tal que el coeficiente de pelicula h, se incrementa 5 veces con respecto
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al valor original. Con el nuevo valor de coeficiente de pelicula A’ y aplicando
el modelo dimensional para una placa plana infinita, calcular el tiempo que
se tarda en alcanzar 100°C en el centro de la pieza de titanio y comparar
con el resultado obtenido en el apartado 4.

6. Calcular la cantidad de calor que se ha transferido cuando se alcanza la
temperatura de 100°C en el centro de la pieza.

7. Teniendo en cuenta las dimensiones de la pieza, se puede considerar que
la hipoétesis de placa plana infinita no es del todo correcta, por tanto se
propone utilizar el método 3D para resolver el problema. Utilizando este
método calcular que temperatura alcanza el centro de la pieza en el instante
calculado en el apartado 5 y comparar los resultados.

Apartado 1

Teniendo en cuenta que existe una corriente de aire es correcto pensar que hay
un efecto combinado entre conveccién natural y libre, sin embargo es necesario
calcular los niimeros adimensionales de Reynolds y Grashof para poder determinar
cuél de los dos mecanismos es el predominante, o si por el contrario, es necesario
considerar el efecto combinado de ambos.

Para el célculo de los ntimeros adimensionales, en este apartado, utilizaremos como
longitud caracteristica la longitud H de la placa.

us -H 020,25

Re=— — =930

= 2173,9

Para el calculo del nimero de Grashof, se utilizara como temperatura de pared, la
temperatura inicial.

_Bg- H3 (T, — Tw) _ 2,68 1072-9,8-0,25% - (180 — 20)

Gr
Vai® (2,3-10-5)

Gr = 124120983 = 1,241 - 10®

Para cuantificar cuél es el mecanismo predominante se debe calcular el cociente
entre el nimero de Grashof y el nimero de Reynolds al cuadrado.

Gr  1,241-10°

= = = 26,26
ReZ  2173,92 ’
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Teniendo en cuenta que el resultado es mucho mayor que 1, se puede considerar
que el mecanismo predominante en estas condiciones del problema es la convecciéon
natural.

Es de destacar que en la medida que el transitorio térmico avance y la placa se
enfrie se producira una reducciéon en el nimero de Grashof, por tanto el cociente
calculado anteriormente disminuird su valor, y por tanto la conveccion forzada
tendra mas relevancia al final del transitorio térmico.

Apartado 2

Una correlacion adecuada para este problema puede ser la propuesta por Churchill
y Chu para placas y cilindros verticales en procesos de convecciéon natural.

0.4921%/161") "
1 b
(%)

Los valores de los exponentes y las constantes de la ecuacién varian en funciéon del
nimero de Rayleigh. Para este problema el valor de Ra es:

Nu{a+b'Ram~

Ra = Gr-Pr=1,241-10%-0,711

Ra = 8,825 - 107 < 10°

Un ntimero de Rayleight menor de 10? indica que en el proceso atin no han surgi-
do inestabilidades hidrodinamicas que generan un proceso de convecciéon natural
turbulento. Para un ntmero de Rayleigh menor que 10° las constantes toman los
siguientes valores:

a=068 ; b=067 ; m=025 ; n=-0,44 ; k=1

Reemplazando valores en la correlaciéon de Churchill y Chu, se obtiene:

0,492 /18] "
b (0,711) ]

Nu = < 0,68 + 0,67 - (8,825 - 107)%% .

Nu = 50,66
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A partir de la definicién del numero de Nusselt y utilizando como longitud carac-
teristica H, se calcula el coeficiente de pelicula.

hK Nu - kg
Nu = h= —
"= 7
50,66 - 0,03 ,
= —— . K
0 6,08 W/m

Apartado 3

Para verificar si es posible aplicar el método de la resistencia interna despreciable,
es decir, considerar que la distribucién de temperatura dentro de la pieza es ho-
mogénea, hay que calcular el nimero de Biot y comprobar que su valor es menor
que 0,1.

La longitud caracteristica a considerar en este caso es la relacién volumen / area,
siendo ésta igual al espesor e.

h-e 6,080,025
ku 22

Bi= =0,0069 < 0,1

Con el valor del numero de Biot obtenido se puede considerar que el método se
puede aplicar y la ecuacion diferencial que controla el proceso se puede escribir
como:

dq dT'(t)

—=—0p-V-Cp-——==h-A-(Tt) — T

i P (T(t) )
Apartado 4
La soluciéon de la ecuacion diferencial del apartado anterior, se puede escribir de
forma adimensional como:

= 0(t) = et/

Donde 7 es el tiempo caracteristico del problema y se puede calcular como:

_p-Cp V. p-Cp
T = - — = e

h A h
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Reemplazando valores, se obtiene:

4500 - 522
— 9% ) 095 = 9659,6
6,08 ’ 08

El 95 % del transitorio térmico ha transcurrido cuando el valor de la temperatura
adimensional alcanza el valor de 0,05, de forma aproximada ésto ocurre cuando el
cociente t/7 es igual a 3. De esta forma se puede concluir que el 95 % del transitorio
ocurre para un tiempo ¢ igual a 37.

tosor = 3T =3 9659,6

toso = 28978,7 s = 8hs 2m 58,7s

Para hallar el tiempo para que la pieza alcance los 100°C es necesario calcular
la temperatura adimensional, y despejar el tiempo de la ecuacion del campo de
temperatura.

Tt)—To 100—-20
T.—T,  180—20

0(t) = 0,5

~+

nf(t)=—— = t=—-7-In6(t)
T

t = —9659,6 - In0,5 = 6695,5 s = 1hs 51m 35,5s

Para este instante del transitorio el nimero de Fourier es:

ag -t 9,32-1075-6695,5

F =
°T T2 0,0252

=998

Apartado 5

De acuerdo con los datos del enunciado el nuevo valor del coeficiente de pelicula
h' es 5 veces el valor original, por tanto h’ = 30,4 W/m? - K. Por tanto para la
resolucion de este apartado se usara h’ con su valor correspondiente.
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La solucién aproximada cuando Fo > 0,2 para un problema de transferencia de
calor no estacionario unidimensional considerando una placa infinita es:

0(t) = T(;;t_)i;fo = 6p(t) - cosh (fl x*)

Donde 6y es la temperatura adimensional en el centro de la placa.

T(0,t) — Tog

— . ,—(£17-Fo)
T, — T Cr-e

Oo(t) =

Las constantes C; y &; son coeficientes tabulados en funcién del nimero de Biot.

Siendo:

x . W (e/2) ayi -t
LT TR, C 0T (e2)2

Es importante destacar que la eleccion de la longitud caracteristica de los nimeros
adimensionales (Bi y Fo) ha cambiado respecto a las utilizadas en los apartados
anteriores. Para utilizar el método dimensional considerando una placa infinita de
espesor e la longitud caracteristica es la mitad del espesor (e/2).

El primer paso para la resoluciéon del apartado es calcular el nimero de Biot y
obtener los valores de los coeficientes Cy y &;.

B (e/2) _ 30,4-(0,025/2)

Bi =
! ks 22

=0,0173

Con Bi = 0,0173, los valores de los coeficientes (obtenidos de las tablas del anexo)
son:

Cy=1,0028 y & =0,129

La temperatura adimensional cuando el centro de la pieza alcanza los 100°C es
0,5 como se calculé en el apartado anterior. Reemplazando estos valores en la
ecuacion correspondiente se puede despejar el nimero de Fourier y obtener el
tiempo necesario para alcanzar esta temperatura.

ey 1 0o(t)
00(t) = O - e~ (&> Fo) Fo=—— -In | -2
o(t) =C1 - e = o} 512 n c
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Reemplazando valores, se obtiene:

Foe —— 1 n (-2 ) _ 41,82
0,1292 1,0028

A partir del Fourier se obtiene el tiempo que se necesita para alcanzar 100°C en
el centro de la pieza.

Fo — oy - t I Fo - (e/2)?
(e/2)? Qg

~41,82-(0,025/2)*

035 106~ = T0Lls= 1lm4lLls

Como se puede ver, con un incremento en el valor del coeficiente de pelicula mode-
rado, la reduccién en el tiempo de enfriamiento es considerable, de casi dos horas
a poco menos de 12 minutos.

Apartado 6

La cantidad de calor intercambiado hasta el instante cuando la pieza alcanza en su
centro la temperatura de 100°C referida a la cantidad maxima de calor que podria
intercambiar la pieza, se puede calcular como:

¢ _sen(&)
dmazx 51
Gmaz 0,129 co

La cantidad de calor maxima que puede intercambiar la pieza se calcula como:

Gmaz = p-V - Cp- (T — Tso) = 4500 - 6,25 - 10~ - 522 - (180 — 20)

Gmaz = 234900 J = 234,90 kJ
Por tanto la cantidad de calor intercambiada hasta el instante considerado es:

4 = Gmaz - 0,5014 = 234,90 - 0,5014 = 117,78 kJ
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Apartado 7

Si se considera la placa como un sélido, interseccion de tres placas planas infinitas
ortogonales entre si (ver figura 5.10.1 y de espesores 2L, = 0,1, 2L, = 0,025 y
2L, = 0,25, el campo tridimensional de temperaturas se obtiene como el producto
de los campos de temperatura de estas tres placas infinitas.

T(lE,y,Z,t) 7Too o
Ti = T 3D B

i_Too 2L, :rz_Too 2L, /Tz_Too 2L,

~

2Lz

Figura 5.10.1: Representaciéon esquematica de la interseccién de tres placas de dimen-
siones 2Ly, 2Ly y 2L..

Hay que tener en cuenta que la longitud caracteristica tanto para el nimero de
Biot como para el de Fourier se define de forma individual para cada placa infinita.

Los céalculos se realizaran para las tres placas considerando el instante obtenido en
el apartado 5, es decir cuando la placa infinita individual alcanza la temperatura
de 100°C en su centro.

Placa de espesor 2L, = 0,1, temperatura en el centro x = 0.

oyt 9,32-107°-701,1
J 0,052

Fo = =261

WL, 304-005

Bi =
YTk, 22

= 0,069
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Para este Biot las constantes son: C; = 1,011 y & =0,2571
Oo(t) = Cy - e~ E7F0) — 1 011 . ¢~ (0:2571%:2.61) _ 8506
Placa de espesor 2L, = 0,025, temperatura en el centro y = 0.

oot 9,32-1076-701,1

Fo = =
L7 0.01252

= 41,82

_W-L, 304-0,0125
T ky 22

Bi

=0,0173
Para este Biot las constantes son: C; = 1,0028 y & =0,129
Oo(t) = Oy - e~ (7F) =1 0028 . ¢~ (012974182 — 5

Placa de espesor 2L, = 0,25, temperatura en el centro z = 0.

ag -t 9,32-1075.701,1

Fo — —
T 01252

= 0,42

WL, 304-0,125
kg 22

Bi

=0,1727
Para este Biot las constantes son: C; = 1,027 'y & = 0,3963
Oo(t) = Cy - e~ (E7T0) — 1 027 . ¢~ (0:3963%:0.42) _ ( 9617

Reemplazando valores en la ecuaciéon del campo de temperaturas tridimensional
se obtiene:

T(0,0,0,t) — T
6(0,0,0,t) = 0,0,0,¢) = 0,8506 - 0,5 - 09617 = 0,409
T'L' _Too 3D

Despejando el valor de T'(0,0,0,t) se obtiene la temperatura en el centro de la
pieza para el tiempo ¢ considerado.

T(0,0,0,¢) = 6(0,0,0,t) - (T — Too) + To
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Reemplazando valores, se obtiene:
7(0,0,0,t) = 0,409 - (180 — 20) + 20 = 85,44°C

Si se observa el resultado obtenido, se ve que la temperatura en el centro de la pieza
es menor de 100°C que es la temperatura que tendria la pieza en este instante de
tiempo si s6lo se considera una placa infinita. Esto se debe a que si s6lo se considera
una placa infinita el intercambio de calor solamente se evaltia en una de las caras,
despreciando el calor intercambiado por el resto de la pieza. Cuando el analisis se
hace de forma tridimensional se estad teniendo en cuenta todo el intercambio de
calor posible en la pieza y por tanto, existe méas intercambio de calor, y para este
caso el enfriamiento es més rapido.
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5.11 Lata de leche condensada

Un bote cilindrico de leche condensada de radio rg = 20 mm y una altura 2L =
50 mm, a una temperatura inicial T; = 20°C, se sumerge en agua en ebulliciéon a
una temperatura T, = 100°C con un coeficiente de pelicula h = 1000 W/m? - K,
para elaborar dulce de leche, que se obtiene cuando la temperatura del contenido
del bote es igual o mayor que T = 80°C.

Ix

Las propiedades del contenido del bote,

que se consideran invariantes durante to-
[ ==& do el proceso de coccidn, son:

k=04 W/m-K
~L p = 850 kg/m3

Cp =2500 J/kg - K

Se pide:

1. Justificar que si el bote es de algin material metalico, la resistencia térmi-
ca de las paredes es despreciable respecto de la resistencia térmica de su
contenido.

2. Determinar el numero de Biot referido al radio del cilindro. ;Se puede aceptar
la hipotesis de temperatura uniforme en el contenido?

3. Con la hipotesis de cilindro infinito y suponiendo un nimero de Fourier
suficientemente alto, determinar el tiempo de coccion.

4. Confirmar la hipétesis de numero de Fourier suficientemente alto, realizada
en el apartado anterior y calcular la temperatura en la superficie de la lata.

5. Cuando la relacion altura/diametro del bote cilindrico no permite suponer
que este es infinito, determinar el tiempo necesario para que el contenido del
bote esté a una temperatura mayor o igual a 80°C.

6. Comparar el resultado numeérico obtenido en el apartado anterior con el
resultado obtenido en el apartado 3 y analizar si la hipétesis de cilindro
infinito es realista o no.

7. Encontrar una relacién entre el tiempo de coccién y los pardmetros geomé-
tricos del problema, rg y L.
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8. A la vista del resultado anterior establecer un criterio en términos de rq/L
a partir del cual la hipotesis de cilindro infinito sea utilizable.

Apartado 1

La resistencia térmica por conduccién es proporcional al espesor e inversamente
proporcional a la conductividad térmica.

R =

k-A

Teniendo en cuenta que: €j4tq K €contenido Y Kiata > Keontenido, S€ puede conside-
rar que la resistencia térmica de la lata es despreciable comparada con la resistencia
térmica del contenido de esta.

Apartado 2

El numero de Biot referido al radio del cilindro lo podemos calcular como:

h-ry 1000002

Bl=——="01

50

Dado que Bi > 0,1 no se puede aceptar la hipétesis de temperatura uniforme en
el contenido.

Apartado 3

Para hallar el tiempo de coccion (tiempo para que la temperatura del contenido en
el eje de la lata sea de 80°C) hay que despejarlo de la siguiente ecuacion, teniendo
en cuenta que la variable tiempo estd incluida en la definicién del nimero de
Fourier.

T(0,t) — T (g2
0(0,8) = 0y = —2) Lo o o= (€1* Fo)
08 =b = =577 !
T0,t) — T (6,2t
R
T(0,t) — T T2
t=—|ln|{ —————] -1 _'0
|:n( T’l_Too > nCl:| 512.04
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Los valores de las constantes se obtienen de tablas de anexo en funcién del nimero
de Biot y la forma geomeétrica considerada, en este caso un cilindro infinito.

Para Bi=50 = C;=16002 y & = 23572

El valor de la difusividad térmica se puede calcular a partir de los datos del pro-
blema.

k04
Cp-p 2500 -850

a= =1,882-10"" m?/s

Reemplazando valores se puede ahora calcular el tiempo de coccién necesario.

80 — 100 0,022
t=— (") “1n1,6002| - : -
{n (20 - 100) n 1,600 } 235727 - Les2. 107 (097

Apartado 4

Para el tiempo calculado en el apartado anterior, el ntimero de Fourier se calcula
como:

a-t  1,882-1077-709,97
F = =22 ’ = 4
O 0,022 0,33

Teniendo en cuenta que la aproximacion utilizada en el apartado 3 es valida cuando
el namero de Fourier es mayor de 0,2, se puede considerar que la hipotesis de que
el nimero de Fourier suficientemente alto es valida.

Para calcular la temperatura en la superficie de la lata se debe calcular la tempe-
ratura adimensional 6(r, T), caracterizada para r = rq.

T(’I“o, t) - T

0(ro,t) = T T * — 0y e (@7 Jo (&1 - (ro/70))

La funcion de Bessel Jy vale: Jy(2,3572) = 0,0240. Reemplazando y despejando la
temperatura en la superficie se obtiene:

T(ro,t) = {[01 e~ (&1 Fo) | Jo(& - 1)] (T; — Too):| + T

T(ro,t) = [[1,6002 . ¢~ (2:3572%.0,334) 0,0240] - (20 — 100)} +100 = 99,52°C
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Lo que confirma que la temperatura en el interior de la lata no puede considerarse
homogénea, tal como se dijo en el apartado 1.

Apartado 5

Para calcular el tiempo de coccién cuando no podemos considerar la hipotesis de
cilindro infinito, debemos suponer que:

0(0; 07 t)m‘,nndro = 9(0, t)cili(;rédrn . 0(0, t)ploa,(;:a

corto

T(0,0,¢) — T (T(0,t) ~ T T(0,1) — Toe
Ti _ Too cilindro Ti _ TOO C“i)nodro E — Too plgoca

corto

] 4 A

‘_‘_‘_‘_" e

i

!

I_.a 1
Il

Figura 5.11.1: Representacion esquematica de la interseccién de de una placa infinita
de 2L = 50 mm con un cilindro infinito de ro = 20 mm

Lo que se intenta hallar es el tiempo para alcanzar la temperatura de 80°C en el
centro de la interseccion del cilindro infinito y la placa infinita.

0(0,0,%)cc = 60(0,) oo - 0(0,) poo

0(0,0,t)ec = Ch,_ - o~ (€1, Focoo) Oy ,e*(ﬁfp(x,'FOpoo)

coo poo

t__ln( 0(0,0,)ce ) 1
Cr.. Ch a & 7 &4,

o2 T2

poo
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Hay que tener en cuenta que para aplicar la ecuaciéon anterior hay que calcular un
niumero de Biot diferente para el cilindro y la placa, por lo tanto, los valores de
las constantes también seran diferentes.

Para el caso del cilindro, sirven los valores obtenidos en el apartado 3, es decir:
Bigoo =50 = (1, =1,6002 v &, = 2,3572

Para la placa hay que calcularlos teniendo en cuenta que la longitud caracteristica
en este caso es L y no ry.

h-L 1000 - 0,025
E 0,4

Biyoo = =625

Para Bip = 62,5 las constantes para una placa plana tienen los siguientes valores:
Ci,., =12728 y &, =1,5430

Antes de hallar el tiempo se calcula la temperatura adimensional para la que se
quiere obtener el tiempo de coccion.

T(0,0,t) — Tne 80 — 100
0(0,0,)cc = 0 = = 0,25
(0,0,) ( T, — T ) 20 — 100

Reemplazando valores en la ecuaciéon obtenida para el tiempo de coccién:

t 1 0,25 ! ! 629,6
= —|n . . = S
1,6002-1,2728 ) 1,882-10-7 235722 1,54302 ’

0,022 0,025

Apartado 6

El tiempo calculado para el cilindro infinito fue del orden de 710 segundos y para el
cilindro corto del orden de 630 segundos, lo que implica una diferencia porcentual
en torno al 12 %, por lo que la hipotesis de cilindro infinito no es valida.
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Apartado 7

Partiendo de la ecuacién del tiempo de coccién obtenida en el apartado 5 se puede
llegar a una ecuacion donde el tiempo t es funcion de la relacion 7o/ L.

Q(anat)cc 7’02 1
t=—In|—1tcc ). 2 .
“(clm-ol )

poo

Apartado 8

Para analizar a partir de qué valor de 7¢/L la hipotesis de cilindro infinito es
valida, hay que analizar primero si cuando aumentamos L el nimero de Fourier
calculado para la placa plana tiene un valor mayor de 0,2. Si ésto no sucede aplicar
la ecuacién obtenida en el apartado 7 para analizar la relacion ro/L puede conducir
a un error.

Para L = 0,025 m (dato del problema) rq/L =0,8 Fopjgeq ~ 0,19
Para L = 0,040 m ro/L =05 Fopjaeq ~ 0,019

Observando los valores del ntimero de Fourier, podemos concluir que es incluso
arriesgado aceptar como validos los resultados obtenidos a partir de la ecuacion
del apartado anterior ya que no se cumple que Fo > 0,2.

Sin embargo, si suponemos valida la ecuacion y calculamos el tiempo para ro/L =
0,5 se observa que el tiempo necesario es del mismo orden que para el cilindro
infinito, por lo que se podria considerar a partir de esta relacion la hipotesis de
cilindro infinito como valida.
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5.12 Tratamiento térmico de recocido

Unas piezas de acero con unas dimensiones de 1 x 1 x 0,2 m deben someterse a un
tratamiento térmico de recocido. Para ello se introducen a una temperatura inicial
T; = 100°C en un horno en el que el aire estd a una temperatura 7,, = 700°C.

Las propiedades del aire y del acero utilizado se pueden considerar constantes y

son:

Datos del Aire: Datos del acero:

ki = 0,0658 W/m - K koe =60 W/m - K
Vai = 1,13-107%* m?/s Pac = 8000 kg/m?3

Pr = 0,709 Qge = 2,0-107% m? /s

Cpac =375 J/kg - K

Se pide:

. Aceptando la hipoétesis de placa infinita de espesor 2L = 0,2 m, determinar

cuél debe ser el coeficiente de pelicula maximo y por tanto el nimero de
Biot maximo para asegurar que el gradiente de temperatura espacial en la
pieza, dT'(x,t)/dxz, no sobrepase localmente en ningin instante los 1200°C
por metro para evitar tensiones térmicas.

A la vista del nimero de Biot obtenido en el apartado anterior, discutir si es
o no aceptable la hipotesis de temperatura uniforme en el cuerpo.

Determinar el tiempo necesario para que en el centro de las piezas se al-
cance una temperatura de 650°C. Calcular el nimero de Fourier para estas
condiciones.

Determinar para el instante considerado en el apartado 3 cuénto vale la
temperatura en la superficie de las piezas. Discutir el resultado a la vista de
la respuesta al apartado 2.

Determinar el tiempo necesario y el calor total aportado a cada pieza para
que la temperatura en cualquier punto de las piezas sea al menos de 695°C.

. Asumiendo las hipotesis del problema calcula la variacién “media” de tem-

peratura en el centro y en la superficie de la pieza durante los primeros 5
minutos.

. Confirmar para las condiciones del apartado 3 si la hipotesis de placa infinita

es aceptable.

. Determinar el ntimero de Nusselt del proceso de transmisién de calor por

conveccion entre el aire y las placas, suponiendo que la corriente de aire
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es paralela a la cara més grande de la pieza y por lo tanto, la longitud
caracteristica es de 1 m.

9. Determinar el naumero de Reynolds del flujo de aire alrededor de las piezas
v la velocidad del aire necesaria para garantizar el proceso.

Apartado 1

El gradiente maximo de temperatura ocurre para el instante ¢ = 0 en la superficie
de la pieza z = L.

Si se parte de la definicion de h:

oT

e —
or|,_;

h = —-—
Tpared - Tfluido

Siendo el gradiente de temperatura el méximo admitido, la temperatura del fluido
es T y la temperatura de la pared es T;. Reemplazando valores, se obtiene:

60 - 1200
h=—"— =120 W/m?-K
(100 — 700) /m

Para calcular el nimero de Biot se puede utilizar como longitud caracteristica la
relacion volumen /area, que en este caso es 2L, o bien, utilizando el valor de L de
acuerdo a como se define cuando se considera una placa infinita.

h-2L 120-(2-0,1)

Bi = —04
' e 60 0,
h-L 120-01
B.: f— ? :02
' e 60 :

Apartado 2

Para cualquiera de las dos definiciones, el niimero de Biot es mayor que 0,1, por lo
tanto, no se puede considerar que la temperatura sea homogénea en toda la pieza.
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Apartado 3

Si se acepta la hipoétesis de placa infinita de espesor 2L, la ecuacién para calcular
la temperatura en el centro de la placa cuando Fo > 0,2 se puede escribir como:

T(0,t) — Te

= - —(&1%-Fo)
T, — To Le

0(0,t) = 0 =

Donde C y & son coeficientes tabulados en funciéon del nimero de Biot, utilizando
como longitud caracteristica L.

En este caso, el nimero de Bi = 0,2 como ya se calcul6 en el apartado 1, los valores
de los coeficientes para este valor de Bi son:

Cr=1,0311 y & =0,4328

Despejando el numero de Fourier de la ecuacion y reemplazando valores se obtiene:

to 2 1 fo

In =2 = —(£2-F = Fo=-— In2

n . (&17 - Fo) o = n .
T(0,t) — Toe 650 — 700

0, — — = 0,0833
0 T, — T 100 — 700
1 0,0833
Fo=—G3as2 Miosn — B2

Teniendo en cuenta que el valor obtenido Fo > 0,2, es valido considerar so6lo el
primer término del desarrollo en serie para el calculo de la temperatura.

El tiempo necesario para obtener 650°C en el centro de la placa se puede despejar
de la definicién del ntimero de Fourier, obtenido anteriormente.

F_aac-t N t_Fo-L2
T2 Qe
13,429 - 0,12
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Apartado 4

Para una placa infinita, la temperatura en cualquier espesor de la placa se puede
calcular cuando Fo > 0,2 como:

T(x,t) — T,

0(z,t) = T T 2 — 0y - e @) L cog (&1-2/L) =0y -cos (& -x/L)

En la superficie de la placa x = L, reemplazando en la ecuacion los valores obte-
nidos en el apartado anterior se obtiene:

O(L,t) = 1,0311 - ¢~ (0:4328%13,429) | 06(0 4328 - 1) = 0,07565

T(L,t) = 0(L,t) - (T; — T) + T = 0,07565 - (100 — 700) + 700 = 654,6°C

La diferencia de temperaturas entre el centro y la superficie es 4,6°C o expresado
en términos porcentuales, una diferencia de 0,7 %, lo que es razonable teniendo en
cuenta que el nimero de Biot aunque mayor que 0,1 es lo suficientemente bajo
como para que la temperatura pueda considerarse cuasi uniforme.

Apartado 5

Para calcular el tiempo necesario para que en el centro se alcancen 695°C se debe
proceder de forma similar a lo realizado en el apartado 3, es decir, calcular el
ntumero de Fourier y despejar el tiempo, teniendo en cuenta que en este caso la
temperatura adimensional ha cambiado.

T(0,t) — Too 695 — 700

0, = = =
0 T, — To 100 700 00083
1 0,0083
Fo = — In = — 95,722

©T 7043282 10311
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El tiempo necesario para obtener la 695°C en el centro de la placa se calcula como:

Fo - L?
t =
Qqgc
25.722 - 0,12
=2 == 77 —12 = 3h 34m 2
I 860,9 s = 3h 34m 20,9s

Como puede observarse es necesario casi duplicar el tiempo necesario para incre-
mentar la temperatura desde 650 a 695°C.

En general, para un cuerpo que cambia su temperatura durante un transitorio
térmico desde una temperatura inicial 7; hasta una temperatura final T, la can-
tidad de que calor méxima que se debe aportar al cuerpo (o que el cuerpo cede si
es un enfriamiento) se puede expresar como:

Gmaz = M - CPgc (Too - Tz) = Pac* V- Cpac - (Too - Ti)

Siendo m y V', la masa y el volumen del cuerpo respectivamente.

Para el caso de la placa plana este calor maximo es:
@maz = 8000 - (1-1-0,2) -375- (700 — 100) = 3,6 - 10% J

Para hallar la cantidad de calor que hay que aportar hasta un determinado instante
antes de que el cuerpo alcance la temperatura final se utiliza la expresion:

9 _q_g.508
dmax fl

Utilizando como temperatura adimensional en el centro de la placa el valor corres-
pondiente al instante de tiempo en el que se quiere conocer la cantidad de calor
aportado. Reemplazando valores en la ecuacién anterior se obtiene:

q sen 0,4328
=1-0,00833 - ———— = 10,9919
Imaz ’ 0,4328 ’

Y por lo tanto, el calor necesario que hay que aportar a la pieza seré:

g =0,9919 - ¢par = 3,571 -10% J
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Apartado 6

Para un tiempo de 5 minutos el nimero de Fourier se puede calcular como:

Qac t_ 2-1075-300
Fo= = == =06

Teniendo en cuenta que Fo > 0,2 se puede calcular la temperatura en el centro y
la superficie con las mismas expresiones utilizadas anteriormente (las constantes
C1 y & permanecen inalteradas ya que el nimero de Biot no ha cambiado).

Para el centro de la placa:

0(0,t) = 0y = Cy - e~ @ F0) — 1 0311 . ¢~ (0:43287.0.6)

T(0,t) — T

0y = > =0,9215
0 nfToo )

T(0,t) =0 - (T; — Too) + Too = 0,9215 - (100 — 700) + 700 = 147,1°C
Para la superficie de la placa (z = L):

O(L,t) =06y -cos (& - L/L) =0,9215 - cos (0,4328 - 1)

T(L,t) - T.

O(L,t) = T > =0,8365

T(L,t) = 0(L,t) - (T; — To) + Too = 0,8365 - (100 — 700) + 700 = 198,1°C

Con estos valores de temperatura del centro y la superficie de la placa, para un
tiempo de 5 minutos se puede calcular cuanto ha sido el incremento de temperatura
por minuto si se asume una variacion lineal de ésta durante este tiempo. Esto es una
hipo6tesis que no es correcta pero que puede servir para dar 6rdenes de magnitud
de cuanto es el incremento méximo de temperatura ya que éste se producira en
los primeros minutos del calentamiento, para luego ir disminuyendo debido a la
menor diferencia de temperaturas entre la pieza y el aire del horno.
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Incremento de temperatura medio en el centro de la placa:

ATeentro _147,1 - 100
minuto 5

= 9,42°C

Incremento de temperatura medio en la superficie de la placa:

ATsuperficie _ 198,1 — 100
minuto 5

=19,62°C

Apartado 7

Para poder evaluar si la hip6tesis hecha en el apartado 3 es valida o no, se procedera
a calcular la temperatura en el centro de la pieza considerando que la relacion entre
las dimensiones de la pieza no permite asumir la hipotesis de placa infinita. En
este caso particular el campo tridimensional de temperaturas se obtiene como el
producto de los campos de temperatura de tres placas infinitas de dimensiones
2L, = 0,2, 2L, = 1y 2L, = 1 respectivamente, ortogonales entre si, tal como se
representa en la figura 5.12.1.

T($,y72’7 )_Too _
E - TOO pieza a

_ T($, t) B TOO T(ya t) B Too T(Z, t) - Too
- Ti — T B Ti — Two 2PLLZCf1 Ti — Teo By

L,=0,2

2=

2Ly

Figura 5.12.1: Representaciéon esquematica de la interseccién de tres placas de dimen-
siones 2Ly, 2Ly y 2L,
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Hay que tener en cuenta que la longitud caracteristica tanto para el nimero de
Biot como para el de Fourier se define de forma individual para cada placa infinita.

De acuerdo a lo obtenido en el apartado 3, si la placa es infinita, la temperatura
de 650°C en el centro de la placa se alcanza en 6714,5 s. Para este mismo tiempo
se calculara la temperatura de la placa tridimensional y se comparara el resultado
obtenido.

Placa de espesor 2L, = 0,2, temperatura en el centro x = 0.

_h-L, 120-0,1
ke 60

Bi

0,2

C;=10311 y & =0,4328

Qe 2-107°-6714,5

Fo = er = NE

= 13,429

0(0,¢) =0 = Cy - e (&7TF0) — 1 0311 . ¢~ (0:4328%18.429) _ § o333

Placa de espesor 2L, = 1, temperatura en el centro y = 0.

7}1-1;‘,,71200,571
ke 60

Bi

Cy=1,1191 y & =0,8603

Qge -t 2-107%-6714,5

Fo = er = NE

= 0,537

0(0,t) =0 = Cy - e~ ©7T0) = 1 1197 . ¢~ (0860870537 _ 7519

Para la placa de espesor 2L, = 1 los resultados son idénticos que los obtenidos en
el caso anterior.
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Reemplazando los valores en la ecuacién del campo de temperatura de la pieza
tridimensional se puede obtener la temperatura en el centro de la pieza.

(T(0707 0,1) — Too) -
T — T pieza

B (T(O,t) —Too) (T(O,t) —Too) <T(0,t) —Too>
T — T 25i28,2 T — T 2le:C:al T — T 21226:‘11

T(0,0,0,t) — T
Tz' - Too

6(0,0,0,t) = ( ) = 0,0833-0,7519 - 0,7519 = 0,0471
pieza

T(0,0,0,t) = 6(0,0,0,¢) - (T; — Tso) + Too = 0,0471 - (100 — 700) + 700

7(0,0,0,) = 671,7°C

El error cometido en la temperatura en el centro al considerar la hipodtesis del
apartado 3, de placa infinita en lugar de placa tridimensional, es de 3,2 %.

Apartado 8

El namero de Nusselt se define como:

h- L.

N =
" kai

Siendo L. la longitud caracteristica igual a la longitud por donde se desplaza la
corriente de aire que en este caso es 1 m. Reemplazando valores se obtiene:

120 -1

18237
4T 658102 ’

Apartado 9

Para calcular el nimero de Reynolds es necesario utilizar una correlaciéon del ni-
mero de Nusselt para las caracteristicas de este problema, es decir, flujo externo en
placas planas con la dificultad anadida de que a priori no se sabe qué condiciones
de flujo, laminar o turbulento, tiene el problema.
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Se calcula entonces el niimero de Reynolds con una correlacién que tiene en cuenta
el flujo mixto, es decir, cuando ocurre la transicion de laminar a turbulento, para
luego verificar a partir del nimero de Reynolds obtenido la validez de esta hipdtesis.

La correlaciéon que se utiliza es:
Nu = 0,0377 - (Rer*/® — 871) - Pr'/?

Esta correlacion es valida para Rer, > 5-10°. De esta correlacion se puede despejar
el niimero de Reynolds de la siguiente forma:

Nu 5/4 1823,7 5/4
Rep= [—— % 4871) = (——220 gy
oL (070377 P ) (0,0377 0700173 )

Re;, = 844583,4

Teniendo en cuenta el valor obtenido, se puede considerar que la correlaciéon utili-
zada es correcta para las condiciones del problema.

La velocidad de la corriente de aire que garantice estas condiciones del problema,
se calcula a partir de la definicién del ntimero de Reynolds.

w- L N u:ReL.V@i

R =
L Vai L

Reemplazando valores, se obtiene:

oy 844583,4-1,13-10*
a 1

=95,44 m/s

229






Anexos

Coeficientes & y €] en funcién del nimero de Biot

Tabla A.1: Pared plana infinita de espesor 2L y Bi = h- L/k

Biot 61 ‘ Cl ‘
0,01 0,0998 1,0017
0,02 0,1410 1,0033
0,04 0,1987 1,0066
0,06 0,2425 1,0098
0,08 0,2791 1,0130
0,1 0,3111 1,0161
0,2 0,4328 1,0311
0,3 0,5218 1,0450
0,4 0,5932 1,0580
0,5 0,6533 1,0701
0,6 0,7051 1,0814
0,7 0,7506 1,0918
0,8 0,7910 1,1016
0,9 0,8274 1,1107
1,0 0,8603 1,1191
2,0 1,0769 1,1785
3,0 1,1925 1,2102
4,0 1,2646 1,2287
5,0 1,3138 1,2403
6,0 1,3496 1,2479
7,0 1,3766 1,2532
8,0 1,3978 1,2570
9,0 1,4149 1,2598

10 1,4289 1,2620

20 1,4961 1,2699

30 1,5202 1,2717

40 1,5325 1,2723

50 1,5400 1,2727

100 1,5552 1,2731
0 1,5708 1,2732
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Tabla A.2: Cilindro infinito de radio 7o y Bi = h - ro/k

Biot &1 \ Ch ‘
0,01 0,1412 1,0025
0,02 0,1995 1,0050
0,04 0,2814 1,0099
0,06 0,3438 1,0148
0,08 0,3960 1,0197
0,1 0,4417 1,0246
0,2 0,6170 1,0483
0,3 0,7465 1,0712
0,4 0,8516 1,0931
0,5 0,9408 1,1143
0,6 1,0184 1,1345
0,7 1,0873 1,1539
0,8 1,1490 1,1724
0,9 1,2048 1,1902
1,0 1,2558 1,2071
2,0 1,5995 1,3384
3,0 1,7887 1,4191
4,0 1,9081 1,4698
95,0 1,9898 1,5029
6,0 2,0490 1,5253
7,0 2,0937 1,5411
8,0 2,1286 1,5526
9,0 2,1566 1,5611

10 2.1795 1,5617

20 92,2880 1,5919

30 2,3261 1,5973

40 2,3455 1,5993

50 2,3572 1,6002

100 2.3809 1,6015
00 2,4048 1,6021
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Tabla A.3: Esfera de radio ro y Bi = h-ro/k

BiOt 61 ‘ Cl
0,01 0,1730 1,0030
0,02 0,2445 1,0060
0,04 0,3450 1,0120
0,06 0,4217 1,0179
0,08 0,4860 1,0239
0,1 0,5423 1,0298
0,2 0,7593 1,0592
0,3 0,9208 1,0880
0,4 1,0528 1,1164
0,5 1,1656 1,1441
0,6 1,2644 1,1713
0,7 1,3525 1,1978
0,8 1,4320 1,2236
0,9 1,5044 1,2488
1,0 1,5708 1,2732
2,0 2,0288 1,4793
3,0 2,2889 1,6227
4,0 2,4556 1,7202
5,0 2,5704 1,7870
6,0 2,6537 1,8338
7,0 2,7165 1,8673
8,0 2,7654 1,8920
9,0 2,8044 1,9106

10 2.8363 1,0249

20 2,9857 1,9781

30 3,0372 1,9898

40 3,0632 1,9942

50 3,0788 1,9962

100 3,1102 1,9990
00 3,1416 2,0000

233



Anezos

Funciones de Bessel

Tabla A.4: Primera especie de cero y primer orden

7 Jo(n) \ Ji(n)
0,0 1,0000 0,0000
0,1 0,9975 0,0499
0,2 0,9900 0,0995
0,3 0,9776 0,1483
0,4 0,9604 0,1960
0,5 0,9385 0,2423
0,6 0,9120 0,2867
0,7 0,8812 0,3290
0,8 0,8463 0,3688
0,9 0,8075 0,4059
1,0 0,7652 0,4400
1,1 0,7196 0,4709
1,2 0,6711 0,4983
1,3 0,6201 0,5220
1,4 0,5669 0,5419
15 0,5118 0,5579
1,6 0,4554 0,5699
1,7 0,3980 0,5778
1,8 0,3400 0,5815
1,9 0,2818 0,5812
2,0 0,2239 0,5767
2,1 0,1666 0,5683
2,2 0,1104 0,5560
2,3 0,0555 0,5399
2,4 0,0025 0,5202
2,6 20,0968 20,4708
2,8 -0,1850 -0,4097
3,0 -0,2601 -0,3391
3,2 -0,3202 -0,2613
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